Tentamen: Losningsforslag

Onsdag 15 mars 2017 08:00-13:00
SF1674 Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel ar tillatna.

Max: 40 poang

1. (4 podng) Avgor om foljande grénsvirde existerar och berdkna grénsviardet om det
existerar:
' 22 — 238 442
lim @ ——————.
(@y)—00)  z*+y?

Losning: Vi har
22 — 23y + o2 L 23yB
$2 + y2 $2 + y2 :
Med hjalp av poldra koordinater x = rcos @, y = rsin ¢, ser vi att

393 70 cos? psin® o

x2 + 92

_ .4 3 i 4 °
2 ’—r’cos psin“p| <r*—=0 da r—0.

Det foljer att

' 22— x3y3 + y2 . xgys
hm —_——— = 1 — hHl —— = 1
(zy)—=(00) 22+ y? (z,y)—(0,0) 22 4 1>

Svar: Gransvardet existerar och ar lika med 1.

2. (4 poing) Bestim ekvationen for tangentplanet till ytan 42% — bzy + 2xz = 1i
punkten (1,1,1).

Losning: Eftersom ytan kan uttryckas som nivaytan F' = 1 till funktionen F'(z,y, z) =
423 — 5wy + 222, sa #r gradienten VF(1,1,1) normal till tangentplanet. Det foljer
att ekvationen for tangentplanet i (1,1,1) ges av

((z,y,2) — (1,1,1)) - VF(1,1,1) = 0.

Vi berdknar
VF(z,y,2) = (=by + 2z, —5x,122% + 2x),

vilket ger VF(1,1,1) = (=3, —5,14). Saledes &r tangentplanets ekvation
(x—1,y—1,2—1)-(-3,-5,14) =0 dvs —3(x—1)—5(y—1)+14(2—1)=0.

Forenkling ger ekvationen
—3x — by + 14z = 6.

Svar: —3x — 5y + 142 =6



3. (4 poéng) Berdkna

R3
dir 7 = (22 + y% + 22)1/2,

Losning: Detta ar uppgift 7.15 i 6vningsboken. Med hjalp av sfariska koordinater

finner vi
s g

- ( /O d¢> < /0 sin9d0> ( /0 er r2dr>

P cose]g( /O h re-fdr>

_ 4w([r(_e—’“)}go - /OOO(—e_T)dr> = 4.

Svar: 4w
4. (4 poéng) Betrakta den plana kurvan
r(t) = (a(t —sint),a(l — cost)), te€R,

dér a > 0 &r en konstant. [Detta ar en sa kallad cykloid: r(t) beskriver kurvan som
en fix punkt pa en cirkel av radie a foljer nér cirkeln rullar lings z-axeln.] Bestdm
langden L av den del av kurvan som svarar mot parameterintervallet 0 <¢ < 7.

Losning: Den sokta langden ges av

:/ \r’(t)|dt:/ |(a(1—cost),asint)|dt:/ \/a2(1—008t)2+a2sin2tdt
0 0 0

T iy
:a/ \/1—2cost+cos2t+sin2tdt:a\@/ V1 — costdt
0 0

4 t T t
:a\/i/ \/1—(1—251n2)dt:2a/ sin —dt
0 2 0 2

t i
:2(1{—2605] = 4a.
2]y

Svar: L =4a
5. (4 podng) For vilka reella tal o konvergerar
/ / dxdy _ dwdy
R2 ]. + I2 + Yy )

Vad ar integralens varde i de fall som den konvergerar?

Loésning: Detta ar uppgift 6.36 i 6vningsboken. I poléara koordinater kan integralen
skrivas

27
// T Ci;“i?_/y / / a5r ’I“dT‘d(p = 277/ r(1+4 T2)_adr.
RQ

2



Eftersom r(1 + 72)7® = 717221 + O(r72)) da r — oo, foljer att integralen i
hogerledet konvergerar om och endast om 1 — 2o < —1, dvs om och endast om
a > 1. For a > 1 ar integralens varde

T ey

Svar: Integralen konvergerar for o > 1 (och divergerar for aw > 1). For a > 1 ar

. R ”
integralens varde 5.

. (4 poiing) Funktionerna f,g: R® — R ges av

fl@,y,2) =a> +y° + 2> och g(w,y,2) =" —e¥ — 2%

(a) Visa att ekvationerna f(x,y, z) = 9/4 och g(x,y, z) = —1/16 entydigt definierar
y = y(x) och z = z(x) som funktioner av x néra punkten (z,y,z) = (1,1,1/2).

Losning: Derivering av

[z, y(x), 2(x))

I
[
<
8
<
—~
8
~
A
&
|

ger ekvationerna

of L ofdy | 0f dz _

oz Oy dx Ozdx —

99 | dgdy | 9gds _

ox + Oy dx + 0z dx _0’
dvs

z _

5 (8)--(5)

dy 0z dz ox
Om

af  of
det <glg/ gz> #0,
dy 0z

sa har detta ekvationssystemet en entydig losning given av
(E)--(2 %) (&) m
dx oy 0z oz

Vf=(2z2y,2z), Vg = (%, —e¥, —42°),

I vart fall har vi

(V)(1,1,1/2) = (2,2,1), (Vg)(1,1,1/2) = (e, —e, —1/2). (2)
Det foljer att

o of
det <gg g;)

Jdy 0z

:det<2 11>:e_1#07
(z,y,2)=(1,1,1/2) —e —3

vilket enligt implicita funktionssatsen innebér att y = y(x) och z = z(z) ar entydigt
definierade nira punkten (z,y,z) = (1,1,1/2)



(b) Beréikna Z—y och Z—Z i punkten (z,y,2) = (1,1,1/2).
x x

Loésning: Ekvationerna (1) och (2) ger

7 -1
Bl 0
de/ (z,y,2)=(1,1,1/2) —e —3 e
et1
e—1\e 2 e %.

Svar: I punkten (z,y,z) = (1,1,1/2) &r % = ¢t och g—; =

. (4 poéng) Berédkna kurvintegralen
I :/ (—zy’dx + 2zydy)
oD

dir D C R? #r triangeln med horn i punkterna (—1,0), (0,1) och (1,0).

Losning: Greens formel ger

I= //D (aax(m;y) — ;y(—ny))dxdy = //D(2y + 2xy)dady.

Eftersom
D={(z,y) eR*|0<y<ly—1<z<l-y}

finner vi

1 -y 1 »
I= /0 /y (2y + 2zy)dxdy = /0 [2yz + 2%y i:yildy
1
= /0 2y —y) + (1 —y)’y— QRyly— 1)+ (y—1)%y))dy

! 2
=/ Ayl —y)dy = 3.
0

Svar: 2/3

. (4 poéng) Berékna integralen

J://Y(V><F)-Nds

dir Y #r den del av sfiren 22 + y% + 22 = 16 for vilken z > 0, vektorfiltet F &r
definierat av ,
F(z,y,z2) = (y2 cos(a;z),a;Seyz ,1— sin(yz)),

och N ar den utatriktade enhetsnormalen.

J:/ F-dr
oY

Losning: Stokes sats ger



dér randen OY ér cirkeln 22 + 32 = 16 i zy-planet orienterad moturs. Vi har
0D = 9Y dar D ar disken med radie 4 i xy-planet centrerad i origo, dvs

D ={(z,y,2) € R¥|2? + y* < 16,2 = 0}.

Ytterligare en applikation av Stokes sats ger darfor

J = //D(V x F)(z,y,0) - (0,0, 1)dzdy

0F, oF,
= — - — dxd
//D ( 5 (£:9:0) 3y (x,y,0)> zdy
= // (322 — 2y)dxdy = // 3z dzdy
D D
3 3 2 4
=3 // (2% + y*)dxdy = 2/ / r3drde
D o Jo
474
r
=37 [} = 1927.
4]
[Alternativt kan vi berdkna kurvintegralen langs Y direkt med hjélp av parametris-

eringen
dY : (4cost,4sint,0), 0<t<2m,

vilket ger samma svar dven om riakningen blir nagot langre:
2
J = / F.dr = / F(4cost,4sint,0) - (—4sint,4cost,0)dt
)4 0
2m .
= / (16sin?t,64 cos®t,1) - (—4sint, 4 cost,0)dt
0
21
= / (—64sin® t 4 256 cos® t)dt
0
21
= / 256 cos’ ()dt
0

2T
= 256/ (cos® t — cos® tsin® t)dt
0

o6 /27T (1 +cos2t sin2(2t)>dt
0 2 4

_ 256/% <1—|—C082t B 1—cos(4t)>dt
0

2 8
t sin2t t sindt]?
=256 = - =
[2 T TR ]0

= 256 <7r - Z) = 1927.]

Svar: 1927

9. (4 poiéng) En viitska har densitet pg = 2 kg/m? och hastighetsfilt

2
v(z,y,z) = <— xz, %, Z2> m/s.

5



Beriikna hur stor massa som strommar ut ur kroppen K C R3 per sekund, dir

K={(z,y,2) eR3|z>0,9y>0,2>0,y+ 2z < 4,42° + 3* < 16}.

Losning: Med hjilp av divergenssatsen ser vi att det sokta massflodet ® ges as

o= // pov - dS = /// div (pov)dzdydz.
oK K

div (pov) = div (=22, 2y, 2%) = =2z + = + 22 =

=[] wtzayaz.

Projektionen D € R? av kroppen K pa zy-planet &r en fjirdedels ellips:

Eftersom

finner vi

D ={(z,y) €R*|z >0,y > 0,42 + y* < 16}

={(z,y) ER?|0< 2 <2,0<y<2V4— 22}

Kroppen K bestar av alla punkter ovanfér D som ligger 6ver planet z = 0 och
under planet z = 4 — y. Alltsa finner vi

2
:/0 (824 — 22 — 22(4 — 2%))dx
8 24]?
= {—3(4—3:2)3/2—4:62—#2]0

24
<o 4.22 4 2>—<—§43/2—0+0>

64 4()
=—-164+8+4 — = —.
+ 3+ 3 3

Svar: 40/3 kg/s
. (4 poéng) Betrakta ett plan med elektrisk potential
V(z,y) = arctan(z) + arctan(y).

Vi vill placera ut tva punkter (z1,41) € R? och (z2,y2) € R? pa avstand 2v/2 fran
varandra sa att spdnningen mellan dem

V(xlayl) - V(ﬂ72,y2)

blir s& stor som mojligt. Var ska de placeras? Var noga med att visa att din 16sning
ger ett globalt och inte bara ett lokalt maximum.



Loésning: Vi vill optimera funktionen f : R* — R definierad av

f(z1,91, 02, y2) = V(21,y1) — V(22,y2)
= arctan x1 + arctany; — arctan xo — arctan ys

under bivillkoret

g(x1,y1,22,y2) =8, (3)
dar
g(x1,y1,2,92) = (w2 — 301)2 + (y2 — y1)2.
Eftersom ) ) . )
Vf= ; ) T 5
/ <1+x% 1+92" 1423 1+y§>
och

Vg =2(z1 — 22,91 — Y2,%2 — T1,Y2 — Y1),
kan Lagranges ekvation V f = AVg skrivas

1 = 2)\(331 — x2>,

m

ﬁ =2X\(y1 — v2),
—ﬁ =2\ (x2 — 1),
_1+1y§ =2\ (y2 — y1)-

Genom att eliminera A finner vi att varje lokal extrempunkt ar en losning till
ekvationssystemet

(1+a)(z1 —22) = (L4 47) (Y1 — 12),
(1+a3)(x1 — 22) = (14 23) (21 — x2), (4)
(T+yD) = y2) = (1 +43) (1 — v2)-

Om z1 = x4 eller y; = yo sa ger forsta ekvationen i (4) att (z1,y1) = (22,v2),
vilket bryter mot bivillkoret. Vi kan darfér anta att x7 # x9 och y; # y2. De
tva sista ekvationerna i (4) ger da att (xe2,y2) = —(x1,y1) vilket innebéar att forsta
ekvationen kan skrivas

211 + 223 = 2y1 + 2y5. (5)

Funktionen ¢ ~— 2t + 2¢3 #r striingt viixande (den har striingt positiv derivata) och
ar darmed injektiv. Det foljer att x; = y; ar enda 16sningen till (5). Alltsa har vi
foljande 16sningar av systemet (4) kvar:

(z1,v1,22,Y2) = (21,21, —21, —21), z1 € R.
Insiittning i bivillkoret (3) ger 22 = 1, vilket ger tva méjliga lokala extrempunkter:
(z1,01) = —(w2,82) = (1,1) eller  (21,91) = —(22,2) = (=1, -1).
Vi har

f(1,1,—-1,~1) = 4arctan(l) = 4% =,



—1,-1,1,1) = 4arctan(—1) = -4~ = —7.
I .

Det aterstar att visa att dessa virden aven ar globala extremvéarden. Vi kommer
visa att det finns en radie R > 0 sadan att |f(x)| < 3 for alla punkter x =
(z1,y1,72,y2) € R* med x| > 4R som uppfyller bivillkoret. Om |x| > 4R, sa giller
att atminstone en av koordinaterna x1,y1, 2,y har absolutbelopp stérre dn R.
Lat oss anta att x7 > R; samma argument fungerar ocksa i 6vriga fall. Eftersom

— arctanx =
dx

sa ger medelvirdessatsen att

s—1
|arctans—arctant|§%, 0<s<t<oo,
1+s
och att
sup |arctany; — arctan | < 2v/2.
y1,92€R
ly1 —y2l<2v2

Om punkterna (1, y1) och (x2, y2) ligger pa avstand 2v/2 fran varandra och z1 > R,
sa foljer att

|f(z1,y1,22,y2)| < |arctanzy — arctan xo| + |arctan y; — arctan ys|

|2 — 21

< : 5+ sup |arctany; — arctan ys|
1 + min(z, x2) 1,y €R
lyp —y2|<2v2

2v/2
= 1+ (R —22)2 +2v2.

Pastaendet foljer eftersom 21v/2 < 3 och vi kan géra den forsta termen pa hogersidan
godtyckligt liten genom att véalja radien R tillrackligt stor. Alltsa ar w och —7 de
globala max och min virdena for f pa R*.

Svar: Punkterna ska placeras i (1,1) och (—1,—1).



