Tentamen: Losningsforslag

Fredag 9 juni 2017 08:00-13:00
SF1674 Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel &r tillatna.

Max: 40 poang

1. (4 poédng) Bestdm samtliga horisontella tangentplan till ytan

2z =22 —xy —y? +4x —y+5.

Losning: Tangentplanet dr horisontellt om och endast om z}, = z;, = 0, dvs om
och endast om 4 —y +4 = 0 och —x — 2y — 1 = 0. Detta ekvationssystem har
endast en losning given av (z,y) = (—1,0). Motsvarande véarde for z ar z = 3,
varfor det sokta planet har ekvation z = 3.

Svar: Det enda horisontella tangentplanet ar z = 3.

2. (4 poing) Ytorna y? + 2% = 2 och 2°® 4+ yz = 1 skiir varandra i en kurva. Hitta en
parametrisering av denna kurva.

Loésning: Vi parametriserar forst cirkeln y? + 22 = 2 i yz-planet som foljer:

{y(t) = V2cost,

0<t<2m.

2(t) = v/2sint,
Sitter vi in detta i ekvationen x3 4+ yz = 1, finner vi att x(¢) maste uppfylla
2t +y)z(t) =1 dvs x(t) = (1 — 2cos(t)sin(t))"/? = (1 — sin 2t)"/3.
Alltsa finner vi féljande parametriseringen for skarningen:

r(t) = ((1 —sin 24)1/3, /2 cos t, V2sint), 0<t<2m.

3. (4 poéng) Berdkna

// 22y dady
D

D ={(z,y) e R*|2® <y < 1,2 >0}.

dar D ar omradet

Loésning: Omradet D bestar av alla punkter (z,y) med 0 < 2z < 1 sadana att y
ligger ovanfor grafen y = z2och under linjen y = 1. Alltsa ér

1 1 1 y3 1 1 1
// 2?y*dady —/ / 2y’ dydz —/ 2 [} da = / (¢? — 2®)da
D 0 22 0 3 2 3 0
1[23

_ et a1 1y 2
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4. (4 poing) Lat T'(z,y) vara temperaturen i punkten (x,y) € R? och antag att

or_ ot _
or oy

xT.

(a) Betrakta temperaturen pa kurvan v C R? parametriserad av
v (z(t),y(t) = (2V5cost, VEsint), 0<t<2m.

Bestdm genom att studera dT'/dt och d*T/dt? de punkter pa v dir temperaturen
har lokala max vérden.

Losning: Vi noterar forst att v ér en ellips med halvaxlar 2v/5 och /5. Vi vill
optimera funktionen f(¢) := T'(x(t),y(t)). Vi berdknar med hjilp av kedjeregeln

AT 9Tdx | 0T dy

!
1) = — = —— bl
£ dt 8xdt+6ydt
= dj%—x@
~Yar T ar

= (V5sint)(—2V5sint) 4+ (2v5 cost)(V5 cost)

= 10(cos® t — sin?t)

= 10 cos(2t).
Det foljer att f(t) har stationédra punkter da cos(2t) = 0, dvs de stationédra punk-
terna ges av ¢t = Z + T n € Z. Eftersom f”(t) = d*T/dt* = —20sin(2t), ser vi
att f/(t) <0 fort =T +nm, n€Z, och f'(t) >0 for t = 2T + nr, n € Z. Alltsa

har T lokala max varden i de punkter som svarar mot ¢t = 7 + nm, n € Z, dvs i
punkterna

(25 VB _
(@) = (B2, Y2) = (V10 V/572)

Svar: T har lokala max viirden i punkterna (1/10,+/5/2) och (—/10, —/5/2).

(b) Antag att temperaturen T ges av T'(z,y) = xy — 2. Vilket ar det storsta vérdet
som funktionen T antar pa kurvan ~?

Losning: Eftersom T uppfyller T = y och T) = x, vet vi fran (a) att max virdet

antas i antingen (v/10, 1/5/2) eller (—v/10, —+/5/2). Eftersom
T(\/ﬁv \/5/72) = T(_\/Ev _\/%) = \/E\/V —2=3,

ser vi att hogsta temperaturen pa ellipsen ~ ar 3.
Svar: Storsta vardet av T pa -y ar 3.

5. (4 poéng) Lat D vara en triangel i planet med horn i (0,0), (2,0) och (0,1). For
vilka, @ € R konvergerar integralen

1
I:// —dzdy?
p (z+y)* Y

Bestdm vérdet av I i de fall integralen konvergerar.



Losning: Vi har

2 p1-% 1
I:/ / —dydz.
o Jo (z +y)>

Antag forst att a = 1. Da far vi

2 . 2
[:/0 1n(x+y)|;;§dx:/0 <ln<§—|—1)—lnx>dw

2 2
:2/ Inudu/ Inzdr = 2u(lnu — 1)) - [z(Inz — 1)]2 = In4,
1 0

sa integralen ar konvergent. Antag nu att o # 1. Da far vi

2 l—a |1-% 2 x 11—a 11—«
I:/ (z+y) de:/ ((2+ ) oz )d:n.
0 y=0 0 11—« 11—«

11—«
Integralen f;(% + 1)~%dz konvergerar for alla o € R. Integralen f02 7%z kon-
vergerar for o < 2 och divergerar for v > 2. Det foljer att I &r konvergent for
a < 2 och divergent for o > 2. For a < 2 finner vi

1 |:2(§ + 1)2—a 2o :| 2 92— _ 9

I:
11—«

2—« 2—al, (1-o)(2—-a)

Svar: Integralen I &ar divergent for o > 2, konvergent for a < 2 och

In4, a=1,
- 2—a
(17%a)(23a)7 a € (=00, 1)U (1,2).

. (4 poing) Visa att ekvationen z3 + 2y% + 22 4+ 5222 = 9 entydigt definierar en
Cl-funktion z = z(z,y) sadan att z(1,1) = 1 i en omgivning av (z,y) = (1,1).
Bestam riktningsderivatan z,(1,1) dir v = %(1, 1).

Lésning: Lat F(x,y,2) = 2% + 2y3 + 23 + 5222 — 9. Vi har F(1,1,1) = 0 och
F! = 322 4 522, Eftersom F/(1,1,1) = 8 # 0 s& definierar ekvationen F' = 0 enligt
implicita funktionssatsen z = z(z,%) entydigt som en C'-funktion i en omgivning
av (1,1). Dessutom géller

F, 3z +10zz , F, 6y>

_E = ma Zy(xuy) = =

/ — _J _ _
(@ y) = F/ 324522

Evaluerat i punkten (1,1, 1) ger detta

13 6
'(1,1) = -~ "(1,1) = —-.
ZZ‘(?) 87 z(’) 8

Saledes ges riktningsderivatan z.,(1,1) av

4(1,1) = (— 1;’_2) Ly 19

VZoo8V2

19
var: ——~=
S a 8\/5



7. (4 poing) Lat v vara kurvan dir cylindern 2+ 22 = 4 skir hemisfiren 22 +%+2% =
16, y > 0. Antag att v ar moturs orienterad sedd fran origo. Bestdm véardet av
kurvintegralen av vektorfiltet F(x, vy, 2) = (z*y?, 2yz, zy2?) lings ~.

Losning: Med hjalp av Stokes sats kan den sokta kurvintegralen skrivas

fF-dr://D(vXF)-NdS,

D ={(x,y,2) €R?| 2?4+ 2* < 4,y = V12}
och N = (0,—1,0). Eftersom

dar D ar ytan

0 0
(VxF)-(0,-1,0) = 5 (2y2") — 5~ (a7y") = yz7,
ger detta
fF-dr://yde:\/ﬁ// 22dxdz
y D x2+422<4}
T =Tcosp 2 2
=| z=rsing | =V12 / (rsin p)*rdrde
dxdz = rdrdy o Jo
2m 2
= \/ﬁ(/ sin? g0d<p> </ 7"3d7“>
0 0
2
~ ViZn M — 4n /T2 = 873,
0
Svar: 87v/3

8. (4 podng) Lat Y vara ytan
z=a"+y}, P4yt <,

dér x,y och z mats i meter.

(a) Skissera ytan. Skriv ytan pa parameterform och berdkna en normalvektor till
ytan med hjilp av parameterframstallningen. Kan man beridkna en normalvektor
pa nagot annat satt?

Losning: Detta dr uppgift 8.14 1 vningsboken. Losning finns ocksa i 6vningsboken.
Med x och y som parametrar beskrivs Y som

Vir(zy) = (z,y22 +y%), 2 +y? <L

Eftersom

finner vi att r/, x r; = (—2x,—2y, 1) &r en normalvektor. Man kan ocksa finna en
normalvektor genom att skriva ytan som en nivayta, tex f(x,y,2) = 22 +y?>—2z = 0.



ST
¢

e

Figure 1 Skiss av ytan Y.

Det foljer att Vf = (2z,2y, —1) &r en normalvektor till ytan.

Svar: Se Figur 1 for en skiss av Y. Ytan Y har parameterframstéllningen r(x,y) =
(z,y, 2% +9?) for 22 + 9% < 1. (=22, —2y,1) ir en normalvektor. En normalvektor
kan dven beriknas genom att ta gradienten av f(z,y, z) = 2% +y? — 2.

(b) Berékna arean av Y.

Losning: Arean av paraboloiden Y ar [ fY dS, dar areaelementet dS ar

dS = |r, x v} |dxdy = /422 + 4y? + 1dzdy.

Om D betecknar patameterméingden x? + y? < 1, sa foljer att arean ges av

2m 1
// dS:// \/4:E2+4y2—|—1dxdy:/ / VAar2 + 1rdrde
Y D 0 0

o2 b ] - T
—2w[3 S+ O_6(5\/5 1).

Svar: Z(5v5 — 1)
(c) Beriikna massan m av ytan om den har massbeliggningen o = 22 (kg/m?).

Losning: Ytans massa m ges av

m:// odS:// 22422 + 4y? + 1dzdy
Y D
2 1
:/ / 2 cos® (@) V4r2 + 1rdrdy
0 0
1
:71'/ r2\/4r2 + 1rdr
0

42+ 1 =3 Ss—1 ,ds
_|:8’r‘d7“:d8:|_ﬂ-/1 4 \/§§
5 5
™ (33/2 —31/2)ds _ 77[285/2 . 283/2]

32/ ~ 3205 37,
7(1 + 25v/5)

120 '




7(1425v/5)

Svar: m = 190

9. (4 poéng) Berékna
[~ + @+ i
g

dir «y &r 6vre halvan av ellipsen 2 4 2y = 1 fran (1,0) till (—1,0).

Lo6sning: Detta dr uppgift 9.13 i 6vningsboken. Lat 7, vara kurvan fran (—1,0)
till (1,0) ldngs z-axeln. Da géller v + v = 9D dér D betecknar 6vre halvan av
ellipsskivan z2 + 2y2 < 1 med halvaxlar 1 och 1/ V2. Eftersom

1
/(my)daUJr(ery)dy:/ xdx =0,
72

-1

sa ger Greens formel

L(a:—y)dx+(a:+y)dy— <A+/ >(m—y)dx+(m+y)dy

://D (;;Q(a;+y)—C,i/(a:—y)>dxdy:2//Ddxdy,

dvs den sokta integralen #r lika med arean av ellipsskivan z? + 2y? < 1. Eftersom
en ellipsskiva med halvaxlar a och b har area mwab, finner vi att integralens véarde

ar 77/\@

Alternativ 16sning: Kurvan v har parametriseringen

sint

v o(z(t),y(t) = <cost,ﬂ>, 0<t<m,

vilket ger

T sint\ dx sint\ dy
L(:c—y)dw—k(:c—i—y)dyz/o {(COSt_ﬂ>dt+<COSt+ﬂ>dt}dt
:/W{(cost—SM)(—sint)—k(cost+Sint>COSt}dt
0 V2 V2 2
sin?t  cos’t  costsint

:/O:<—costt°,int—i— St s Tr
(e[ -

Svar: 7/v/2

10. (4 poiéng) Beriikna flodet av vektorfiltet F ut ur kroppen K C R3, dir

N————
=
~

9

F(x,y,2) = (5:):3 + 12zy? + % sin z, 3>, 52% + €” cos z)
och

K={(z,y,2) eR®|1 <4a® + 4> + 22 < 2,2 +y > 0,V3z —y < 0,2 > 0}.



Losning: Med hjalp av divergenssatsen ser vi att det sokta flodet @ ges av

<I>://aKF'dS://K(V-F)d:zdydz:///I(15(x2+y2+z2)dxdydz.

Variabelbytet
F=2m,  §=2%, =2z 383324
ger
_ /// 15(5”2 + 7 52) L iz dgdz
i 4
dar

K={(#§73eR1<P+P+5<2i+§>0,V38—§<0,7>0}

I sfariska koordinater

IS

T = rsinf cos @, 7y = rsinfsin @, =rcosf,

bestéams kroppen K C R3 av

3

K:1<r<v2, 0<6< <<

w3

T
2 )
Eftersom

(2% + 7% + 42%)dzdjdz = (r? sin? 0 + 472 cos? 0)r? sin Odrdfdy
= (r*sin® 0 + 4r? cos? O sin 0)drdfde,

15 / / / (&% + §* + 42%)dzdyd?
/ / / r sin® 0 4 47 cos? 0 sin 0)drdfdy
V2
/ dy / (sin® 0 + 4 cos? Osin 0)d / ridr

1 5 571V2
12 <3Z - 7?:> </02 ((1 — cos? @) sin 6 + 4 cos? 9sin9)d0) [1:5}

1
1
= 557T|:—COS¢9—C0836:|

finner vi

395/2 _ 1
0 b}

16 12
_ 5m(22-1)
B 32 ‘

57m(25/2-1)

Svar: 3



