Institutionen for Matematik
KTH
Tentamen for 5B1493, Matematik, fordjupning for CL, 06/07
den 10 mars 2007, kI 8.00 —13.00

Inga hjdlpmedel: Bifogat PM.

Fordringar inklusive bonuspoang fran kursen: Betyget 3, 12 — 15p; betyget 4: 16 — 20; betyget 5: 3 21p.
Rétt till komplettering vid 10— 11p.

Skriv Din e-postadress pa omsl aget.

1.  Definieravad som menas med ett irrationellt redllt tal. Ge exempel pa et sadant och visa att ditt
exempel verkligen &r irrationdllt. (3p)

2. Visautifrén Peanosaxiomatta! at for dlaal N. (3p)

3. Definierafor redlaxochy, d(x,y) =In (1 + |x —y]). Visaatt d utgor en metrik paR.
Néar gdler likhet i triangel olikheten? (3p)

4.  Laf(x) =x3—xochla
A1={xl R;—1£x£ 1},
Az ={x1 R;—1<x<1},
Az={xl R;2<x}.
Vad kan sigas om dppenhet, slutenhet, kompakthet hos mangdernaf(Ay) och f-1(Ay), k=1, 2, 3.
Motiveradinasvar. (3p)

5. Lét fy(x) :1+1X2n,xi R.

Bestam f(x) = Iién¥ fo(X). Ar konvergensen likformig pAR?

. n

Ar den likformig pa{x; |x| £ a}, dar a en kongtant i intervallet 0<a<1?

Pa{x; x3 b}, dar b en konstant > 1?

Motivera svaren. (3p)

6. Tvaytori R3 har ekvationerna
X&y +yel+zeX=0
respektive 2xeZ+ 3zeV + 2yeX=0.

Visaatt dessa bada ytor skar varandralangs en deriverbar kurva som gar genom punkten (0, 0, 0) och
bestdm kurvans tangentriktning i den punkten. (3p)

7. Anvand kriteriet for integrerbarhet i bifogat PM for att visaatt funktionen

]1:1, omx:; n=1,23,...

fO) =1 n
{0, for évrigax1 R,
& Riemannintegrerbar i intervallet [0, 1]. (3p)

8. Vaeifieraatt de postivaredlataen R, med raknesdtet multiplikation och likasa att samtligaredlatal
R med rakneséttet addition, bildar var sin abelsk grupp. Visa att dessa grupper & isomorfa, dvs. ange
enbijektionj :R® R, sadanattj (x+Yy)=j (X) -j (y).

Om R, och R ersitts med Q.. resp Q kommer da motsvarande grupper da att varaisomorfa? Motivera
ditt svar. (4p)

Lycﬁa tilll
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Peanos axiomsystem for de naturliga talen

P1. Det finns ett naturligt tal O.

P2. Varjenatutligt tal n har en sk. efterféljare nt.
P3. Omn*t=m*saarn=m.

P4. Inget naturligt tal har O som efterfdljare.

P5. Om man vet om en utsaga om naturligatal att

|. den & sann for talet 0 och
[1. den & sann for n* om den & sann for n,

sA ar utsagan sann for allanaturligatal.
(Induktionsaxiomet)

Grupper

En mangd M, forsedd med ett raknesétt, har skrivet * | (dvs. en funktionM = M ® M), sdant att

I. (a*b)*c=a* (b*c) foralaa,b ochcl M, (Associtivitet)
1. detfinnsett speciellt dementi M, vi kallar det hér 1, sadant att

l*a=a*1l=a fordlaal M, (Existens av enhet)
. tillvarjeal M finns ettinverst eement, vi skriver a1, sidant ait

al* a=a* al=1. (Existens av invers)
kallas en grupp.
Om dessutom
IV. a*b=Db*aférdlaaochbl M, (Kommutativitet)

sa séger man att gruppen & kommutativeller abelsk

Metriskarum
En metrik paden méngd E & en funktiond: E~ E ® R s&dan att for allap,qochr 1 E,

1 d(p,q)>0omp* g,

2 d(p, p) =0,

©) d(p, g) = d(a. p),

(4) d(p,g) £ d(p,r) + d(r,q) (Triangelolikheten)



Kriterium for likformig konvergens av funktionsfoljder.

Om f,(p) & en foljd av funktioner mellan metriskarum E ® E” ochf, ® f, s & konvergensen likformig
padeimangden G| E om och endast om

M(n) = sup (eller forekommandefal max ) d(f,(p),f(p)) ® 0,dan® ¥.
pl G pl G

Kriterium for Riemannintegr er bar het

En funktionf: [a,b] ® R & Riemannintegrerbar om och endast om det till varje e > 0 finns en stréckvis
konstant " dverfunktion” j och en stréckvis konstant " underfunktion” y sadana att

y(X) £f(X) £ (X) for dlaxT [a,b]
och

7

0 (0-y®)dx <e

» OO0 T

(En funktion g &r strackvis konstant pa ett intervall [a, b] om intervallet kan indelasi et andligt antal
ddinterval a=xg<x1 < ...... < Xn-1 < XN = b, sddanaatt g & konstant pa varje sédant intervallsinre.)

Implicita funktionssatsen
OmF(x,y) & enfunktionavtyp R™"® R" (xT RM,y1 RN med kontinuerliga partiella
derivator och punkten (a, b) sadan att
F(a,b) =0och
B/FO .
det ng(a, b) 10,
safinnsi en omgivning av punkten x = a precis en funktion med kontinuerliga (partiella) derivator
y=f(x)

F(x,f(x)) =0 och b= f(a).

Funktionenf & differentierbar och
df __adF 61 dF
dx ~ &y g dx'

for vilken



