Institutionen for Matematik
KTH

Tentamen for SF2710, Matematik, férdjupning for CL, 07/08
den 15 mars 2008, kl 8.00 —13.00

Inga hjdpmede forutom réknedosa och bifogat PM.

Fordringar inklusive bonuspoang fran kursen:
Betyget A: 3 21p; B: 18—-20; C: 16 —17p; D: 14 —15p; E: 12 —-13; Fx: 10—11 och F: < 10p.
Resultaten Fx och F & underkanda, men Fx beréttigar till komplettering.

1. Arféljande pastéende sant?
”Om n & et uddahdltal, sd &r\/2n irrationelIt”.
Ge bevis eller motexempdl.

2. Letauppfelet (eller felen) i foljande ”bevis’ for att pn > 10n, for alla positiva heltal n.

Olikheten stammer dan=0,ty p9=1>0=10-0.

Antaatt olikheten &r bevisad for ett visst n, dvs. att p" > 10n. Vi visar att olikheten da
ocksa gdller for nastféljande heltal n + 1:

p(M+1) _10-(n+1) =p -p" —10(n+ 1) >[Induktionsantagandet] >
>p-10n—-10(n+ 1) =10(n(p —1)—1) >0, eftersomp —1 > 2.

3.  Bevisautgaende fran ed-definitionen av begreppet " kontinuitet” att funktionen

(9 =K

ar kontinuerlig for alaredlax.

4.  Laf(x,y)=x2+ xy+y2 ochla
A,={z1 R;0£z£ 1},
A,={z1 R;z>1},
B={(xy)T RZ|x|+|y| £1}.

Vad kan sigas om 6ppenhet, slutenhet, kompakthet hos mangdernaf-1(A4), f-1(A5), och f(B).

Motiveradinasvar.

1
1+n(nx+ 1)2’

5 L& fa(¥) = nT N,och f(x) = lim fy(X).
n® ¥

a. Beraknaf(x). Ar konvergensen likformig pahelaR?
b. Ar konvergensen likformig pAR+ = {xT R;x3 0}?
Motivera svaren.

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)

(2p)
(1p)

Var goc[ vind!



For vilkavarden pa heltalet n ar funktionen

fix,y) =1 X2+ xy + y?
to, dax=y=0,

da(xy)* (0,0)

a. kontinuerligi origo?
b. differentierbar i origo?
Motivera svaren. (4p)

L& S={ul R,u>1} ochdefinieraféruochvi S, rékneoperationen o:
uov=ulnv,
Verifieraattuov T Somuochvi S, ochatt (S, 0) utgdr en grupp. Ar gruppen abelsk? (3p)

La M bestdavtalen 0,1/2,2/3,...,p/(p + 1), ... ochdessutom av heltalen2, 3, 4, ...,
dvs. M = M;E My,

5 :i, p 1 U - 1 N3

dar M4 %p+1,pl vajocth {gl N;q3 2}.

L& vidarefor xT M, x* betydadet tal i M som & det minsta> x, dvs.

_p o . _pt+1 _ o . _
om x—p+1,saarx+—p+2 ochomx=q3 2,saé&x*=q+ 1.
Verifieraatt alla Peanos axiom utom induktionsaxiomet &r uppfylldafor (M, * ). (3p)

Ledning: Betraktat.ex. funktionenf: M ® {0, 1}:
i1, omml My,
f(m) _* 0, ommi Moy:
Kontrollera att om induktionsaxiomet skulle gélla, sa skulle man kunna bevisa pastaendet
" f(m)=1féralami M”.

Lycﬁa tilll



PM for tentamen 080315, SF2710

Peanos axiomsystem for de naturliga talen

P1. Det finns ett naturligt tal O.

P2. Varjenaturligt tal n har en sk. efterfoljare n*.
P3. Omnt=m*sAarn=m.

P4. Inget naturligt tal har O som efterfdljare.

P5. Om man vet om en utsaga om naturligatal att

|. den & sann for talet 0 och
1. den & sann for nt om den & sann for n,

sa & utsagan sann for alanaturligatal.
(Induktionsaxiomet)

Grupper
En mangd M, forsedd med ett raknesétt, har skrivet * | (dvs. en funktionM = M ® M), sdant att
I. (a*b)*c=a* (b*c) foralaa,b ochcl M, (Associtivitet)
[I.  detfinnsett speciellt lement i M, vi betecknar det hér 1, sidant att

l*a=a*1l=a fordlaal M, (Existens av enhet)
1. till vajeal M finnsettinverst dement, vi skriver a—1, sidant att

a-l* a=a* al=1. (Existens av invers)
kallas en grupp.
Om dessutom
IV. a*b=Db*aférdlaaochbl M, (Kommutativitet)

Sa siger man att gruppen & kommutativ eller abelsk.

Definition av kontinuitet:
Funktionenf: RT® RM & kontinuerlig i punkten a om
det till varjee> O finnsett tal d (e, a) > 0, sdant att
Ix—al|<d b [f(x)-f(a)|<e

Definition av differentier bar het
Funktionenf : RNT® RM &r differentierbar i punkten a om
f(x)=f(@ +A(x—-a)+x—al-R(x,a),
dér A & en av x oberoende linjar avbildning R"® RM™ (dvs. enm” n- matris) och dér

lim R(x,a) = 0.
X® a

Kriterium for likformig konvergens av funktionsfoljder.

Om fn(x) & en foljd av funktioner R® R ochf, ® fdan® ¥, sd & konvergensen likformig pa
delmangden G| R om och endast om

Mp= sup |fa(¥)—f(x)| ® 0,dan® ¥.
e

X



