KTH Matematik

Kompletteringsskrivning till repetitionskursen i envariabelanalys, 2007-08-11, k1 10.00-11.00.
Gaéller kurserna 5B1102/1, 5B1103/1, 5B1104, 5B1106, 5B1115, 5B1124, 5B1135, 5B1147.

Den som missade lappskrivning n (n =1, 2, ..., 5) skall géra uppgift n.

Godkand lappskrivning n (n =1, 2, ..., 5) innebér att uppgift n &r godkand och inte skall
l6sas.

Man kan fa hogst betyg 3 (3E). For betyg 3 (3E) kréavs att alla uppgifter dr godkdnda samt
godkénd narvaro pa kursen.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga 16sningar och motiveringar. Inga
hjalpmedel ar tilldtna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget. Lycka till!

1. Beridkna exakt (svaren far inte innehalla cyklometriska eller trigonometriska

funktioner):

a. sin(Z arccos % )

b. cos(2 arccot 2).

2. Bestam en ekvation for tangenten och normalen till kurvan

3
8\/y—x—\/y3—4x =6
i punkten (1,2).

3. a. Bestam lokala extrempunkter (och deras karaktar) till funktionen
fx) =x +2—-4\Nx - 3.

b. Bestdm storsta och minsta viardena till x + 2-4Vx -3 da 4 <x <19.

4. Bestdm den 16sning (de losningar) till differentialekvationen
y =2y +5y=10
som uppfyller villkoren y(0) =2, y(w/4) = 2.

5. Berdkna integralen

3x -7
4x2—4x+3

Lycka till!

Losningsforslag kommer att finnas pa kursens hemsida.
De rattade skrivningarna kan s sméaningom hidmtas pa studentexpeditionen. Meddelande om
detta kommer att finnas pa kursens hemsida.



Losningsforslag till kompletteringen till repetitionskursen i Envariabelanalys, 2007-08-11.

la.

1b.

Vi har sin 2x = 2 sin x cos x och fér x = arccos % far man
sin arccos 3 _4
5 5
4 5 COS arccos 3 -3
5 5
arccos 3/5 sin[2 arccos S |=2-4 .3 -24
3 5 5 5 25

Vi har cos 2x = cos2x — sin2x och féor x = arccot 2 far man

cos(arccot 2) =

S

1 V5

sin(arccot 2) = —

=

arccot 2
2 cos(2 arccot 2) = 4_1._3 .
5 5 5

‘ Svar: sin(2 arccos 3/5) = 24/25, cos(2 arccot 2) = 3/5.‘

3
2. Implicit derivering av 8V y—x— \/y3 —4x = 6 med avseende pa x ger
8y =1 _ 3y -4 _
3y —x)?? 2Vy? — 4x
For x =1,y =2 far man 8@,3_ D _ 123’;1_4 =0 dvs y(2) = -5.
Tangenten i punkten (1,2) ges av 3% =y (2 & bx+y="1.
x p—
Normalen i punkten (1,2) ges av y=2__ 1 . ,_ 5y +9=0.
x—1 y’(5)
‘Svar: Tangenten ges av 5x + y = 7. Normalen ges av x — 5y + 9= 0.
3a. Funktionen [ &r definierad pa intervallet x > 3 och deriverbar pa intervallet x > 3. Ett
lokalt extremvérde antas antingen i en kritisk punkt eller i endpunkten x = 3.
Kritiska punkter fas ur ekvationen f"(x) = 0:
fa)=1-_2
x—3
1-—2 0o Vxr-3=2c1-3=4cx=7
Vx—3
Vi far att

3b.

f(x) <0 foralla 3<x<7 = f &r strdngt avtagande pa intervallet 3 <x <7
f(x)>0 foralla 7<x = f &r strdngt viaxande pa intervallet x > 7

vilket innebdr att f har en lokal minimum i punkten x = 7. Kontinuiteten av f medfor

att x = 3 &r en lokal maximipunkt.

Funktionen f &r kontinuerlig pa det slutna och begrénsade intervallet 4 < x <19 vilket
medfor att f antar ett storsta och ett minsta viarde pa intervallet. Eftersom f &r deriverbar
pa detta intervall sd antas dessa vidrden antingen i en kritisk punkt eller i en dndpunkt pa

intervallet. Enligt a—delen av denna uppgift finns det endast en kritisk punkt x = 7.



De aktuella punkterna dr x =4,x =7 och x = 19. I dessa punkter antar f vidrdena f(4) =
2,7) =1 och f(19) =5 alltsd minsta viardet = 1 och storsta virdet = 5.

a. lokal maximum i x = 3, lokal minimum i x =7
Svar: . . N ..
b. minsta viardet = 1 och storsta viardet =5

Karakteristisk ekvation 4r har
rr-2r+5=0¢<
r-12=4 o
r=1=+2i
Foljaktligen &r
¥y, = (A cos 2x + B sin 2x)e*

den allménna lésningen till den homogena ekvationen y~ —2y” + 5y = 0.

Betrakta ekvationen y~" — 2y  + 5y = 10. Ansats y = a ger y " =y”" = 0 vilket, insatt i
ekvationen, ger 5a = 10, dvs a = 2. Detta innebér att y, = 2 &r en partikulédrlésning.

Den allménna loésningen d4r y =y, +y, dvs y = (A cos 2x + B sin 2x)e* + 2.
Ur villkoret y(0) =2 farviatt 2=A + 2, dvs A =0 och foljaktligen &r y = B sin 2x e* + 2.
Ur villkoret y(n/4) =2 far vi att 2 =B sin /2 e¥4 4+ 2,dvs B =0 och y = 2.

Vi har

3x—-"17 _ 3x -7 A + B

2—4x+3 (x—1x-23) =x—1 x—3

"Handpaldggning” ger A =2 och B = 1.
7 7

3x—17 dx=J 2 + 1 dx =
4x2—4x+3 . x—1 x-3

7
=[2ln(x—1)+1n(x—3)]4=2ln6+1n4—21n3—1n1=4ln2.

Svar allmént: 4 In 2.




