Modul 1
3/8-4/8

1. Beridkna exakt (svaren far inte innehalla cyklometriska eller trigonome-
triska funktioner):
V3

_\/Ej b. arcsin > + arcsin -1

a. :%11'08111(2 9 9

.1
c.  cos aresin

2. Berdkna exakt (svaren far inte innehalla cyklometriska eller trigonome-
triska funktioner):

: .1 2 .2
a. sin|arcsin —— + arccos - — b. cot arcsin —

V5 V5 V5

(2 arccos 3)
c. cos| 2 arccos 3

3. Los ekvationen 2 arcsin x = arccos x.

4. Visa att sinh 2x = 2 sinh x cosh x.

5. Berdkna gransvirdet lim (Va2 +x—Vx2+1).
X —> oo

6. Finns det nagot virde pa konstanten A sa att funktionen

x o
—=  da x#0
flx) =1 Va2 + x4
A da x=0

blir kontinuerlig i punkten x = 0?

7. Beridkna gransvirdet lim (In(1 + 3x) — In(1 + x)).
X —> oo

8. Berdkna arccos cos %c (svaret far inte innehalla cyklometriska eller trigo-

nometriska funktioner):

9. Verifiera att arcsin 13 + arccos 1 =@.

14 7 6

10. Bestdm de sammansatta funktionerna fog, gof, fof och gog om flx) =Vx+1
och g(x) =x2-1.

11. Berakna f6ljande griansvirden:
. x2-bx+6 4o+l g e+
e I e b I sy g



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

X

c. lim
2=0ox y 1-Vx +1

Beridkna hoégergriansviarde, vianstergriansviarde och griansvidrde i punkten
x = 3 for funktionen

P—4x+3 43 .3

x—3
flo) =9 o X

Berédkna foljande griansvarden:

b. lim 1+ 4o?

- c. lim arctan %
x> X+ 2 X —> oo x+1

d. lim arctan f. lim N3x+2-2

X —> o x+1 X —> o x—92

Berakna hogergriansviarde, vianstergransviarde och griansviarde i punkten
x = 3 for funktionen

x—3
=) 22903 da x>3
x2—-5x +6
X2 +x+a

Bestdm vardet pa konstanten a sa att lim ar andligt och berdkna

x—>1 x-—1
gransvardet.

Kan funktionen f definieras i punkten x =1 sa att f blir kontinuerlig i
denna punkt?
2 _
W dd 1<x<2
a. flx)=qx*—3x+2 b. flx) = arctan
2+x-6 dax<l

1
x2-1

Visa att ekvationen x6 + 3x + 1 = 0 har minst en reell 16sning.

Visa att kurvorna y =x3 —x2 + 2x + 3 och y =x%4 + x3 — 2x + 4 har minst en
gemensam skirningspunkt.

Beridkna exakt (svaren far inte innehalla cyklometriska eller trigonome-
triska funktioner):

a. sin|aresin 1 + arcsin 2 b. sin|arcsin 1_ arccos 2
3 3 3 3
c. cos| arcsin 1 + arcsin 2 d. cos|arcsin 1_ arccos 2
3 3 3 3

Berédkna foljande griansvarden:



. sin 3x . 4sin(x—1)
lim b. lim >~ -~

& 2 sin 4x ©a 362—1)
3
c. lim (In(1 + 3x) — In(1 + x)) 4 1im o+ InVx
x— oo x—>e 1+6€*
) 7 + 3x . 7+ 3x
e lim (1 + 3le . Jim (1 + 3x7
Svar:
1. a -—m4 b. /6 c. \H574
2. a. 4/5 b. 1/2 c. -19
3. 12
5 12
6. Nej.
7. In3.
8 m/9
10.  fog(x) = |xl, goflx) =x, foflxr) = N1+ Vx + 1, goglx) = xt — 22,
11. a. -1/4 b. 1/16 c. 2
12. hogergréansvirde = vanstergriansvirde = gransvarde = 2
13. b 23 c. w4 d w2 £ 3

14. b. hogergriansvirde = 4, vianstergriansviarde = 2, gransvirde finns inte.
15. a =-2, gransvirdet = 3.

16. a. Ja,A1)=-4. b. Nej.

19. a. (5+4V2/9 b ©2-2V1009 ¢ (—2+2V10/9 d 5
429

20. a. 3/4 b. 2/3. c. In3 d. 0. e.

1 f. e2



Modul 2
5/8—6/8

1. Beridkna derivatorna till foljande funktioner och forenkla sa langt som moj-
ligt:

_Smx b.  (sin x + cos x) sin x c. (1+2x)9

sinx + cosx

2. Bestam ekvationen for tangenten och normalen till kurvan

_4dx+5 . .

a. y= oy 13 1 punkten (-1,1).

b. y=(1-x)°2x—-3)8 ipunkten (2,-1).
_ (1—-x8 .

c. y= ©x—3)9 i punkten (2,1).

3. Beridkna derivatorna till féljande funktioner och férenkla sa langt som maoj-
ligt:

a. dx +5 b. & c. (sinx + cosx)sin x
2x + 3 sinx + cosx
d  2Vl+x+V1+2 e. (1+2x)9 f. sin%x

4. Bestam ekvationen for tangenten och normalen till kurvan x3 —xy +y3 =7 i
punkten (2,1).

5.  Beridkna derivatorna till foljande funktioner och férenkla sa langt som moj-
ligt:

a. Insin(2x+ 1) b. arctan\y2x-—1

6. Bestdm ekvationen for tangenten och normalen till kurvan
Vox +y +Vx +y3=5

1 punkten (1,2).

7. Berdkna derivatorna till féljande funktioner och forenkla sa langt som moj-
ligt:
4x + 5
2x + 3 d

241 +x+V1+2 £ sin%

8. Bestdm ekvationen for tangenten och normalen till kurvan
a. y=(1-x)92x-3)8 ipunkten (2,-1).

9. Beridkna derivatorna till féljande funktioner och férenkla sa langt som maoj-
ligt:
a. cos2i. b.  xsinx,
X

c. In\ tan 2. d. arccot \/1_

X



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Beridkna derivatorna gx och gxy2 uttrycktai x och y da funktionen y = y(x)

definieras av:

a. x3y3+xy=1. b.

Det finns en punkt pa kurvan

y=x+2+—ln(x+1)——1n(4x2+1)—ﬁarctan2x

dar tangenten till kurvan bildar vinkeln * 4 med x—axel. Bestdm en ekvation

for denna tangent.

Det finns en punkt pé kurvan

y=2—x+_ 1n(x+1)+—1n(4x2+1)—5arctan2x

dir normalen till kurvan bildar vinkeln Z med x—axel. Bestam en ekvation

for denna normal.

Beridkna derivatorna till féljande funktioner och forenkla sa langt som moj-
ligt:
a. sin9 2x b. (x—x2)e>* c. (2x+1)B(1-x)

d Insin(2x+1) e. arctan\2x-—1.

Berdkna foljande griansvéarden:

a lim arctan 2x + sin 3x b lim arcsin 2x —2sin 3x
T x50 In(1-4x) + 5x T x50 1-—e
e lim ©°8 2x — e3x 4 lim 3arctan 2x —21In(1 + 3x)
x>0 e*—1 x—0 1 —cos4x

Berédkna foljande griansvarden:

a. lim (2In(3 + 4x5) — 51n(4 + 3x2)) (Skriv pa formen In(brik).)
X —> oo

b. lim (1 + 2x)V* (Anvind ab =ebIna))
x—0

Bestdm eventuella asymptoter till kurvan

y=Vxt+6x2 +1—x2

1 : 8
a. 1+ sin % b. sin 2x + cos 2x c. 18 (1 + 2x)

a. Tangent: 2x —y + 3 =0. Normal: x + 2y = 1.
b. Tangent: 25x + y =49. Normal: x — 25y = 27.
Tangent: 10x + y =21. Normal: x — 10y + 8 = 0.



10.

11.
12.
13.

14.

15.
16.

2 N
(2x + 3)2 " 1+sin2x
d. 1 + 1 e. 18(1+ 2x)8 f. 9 cos x sin8x
\/1 +x \/1 + 2x

Tangent: 11x +y =23. Normal: x— 11y + 9=0.

1
a. 2cot(2x+1) b. oo 1
b. Tangent: 8x + 27y = 62. Normal: 27x — 8y = 11.
2 1 1 .
a. (ox + 32 d. N +\/1+2x f. 9 cosx sin8x
a. Tangent: 25x + y =49. Normal: x — 25y = 27.
a. iz sin 2 b. «xsinx-l(xcosxIlnx + sinx)
x X
2 e L
sin 4x 21 + x)\/;
A Sy __y dy _2% p Wy &y _g
dx x’ dx2  x2 dx x’ dx2
y=x+2.
y=x+2.
a. 18 cos 2x sin8 2x b. (1-3x+x2e* c.  2Tx—1)2x+ 1)2(x—1)3
d 2cot(2x +1) e. ¥.
2\ 2 —1
a. 5. b. 2.
c. 3. d. 9/8.
a. 4ln2-51n 3. b e2,
y=3.

c. sin 2x + cos 2x



Modul 3
7/8-10/8

10.

11.

12.

Bestiam lokala extrempunkter (och deras karaktar) till foljande funktioner:
a. flx) =4 arctan x + 5 arccot 2x
b.  Ax)=2In(1+ (2x — 2)2) + arccot(2x — 2) + 2x

Bestam lokala extrempunkter (och deras karaktar) till funktionen
fix) = 6 In(1 + 2x) — In(1 + 4x2) — 6 arctan 2x.

Bestam storsta och minsta vardena till foljande funktioner:

a. 2x\V1-x2 + arcsinx, 0<x<1.
b. x+2In(—4+6x-x2), 1<x<5.

Visa foljande olikheter:
a. 2lnx<x2-1, forallax>0.

b. In(1+ 2x)> Sx , for allax > 0.
x+2

c. sinx+cosx<1+2x, forallax=>0.

Visa att funktionen f &ar inverterbar
a. flx)=3x—arctan 2x.

Bestam i forekommande fall det storsta och det minsta vardet till féljande
funktioner:

a. fx)=Inx+1)-2 arctan\/;.
b. flx)= 4;223;_1 + arctan 2x.
Bestam lokala extrempunkter (och deras karaktér) till foljande funktioner:

a. ﬂx):\/x—1+\/3—x. b. flx) =x + arctan(1 — 2x).
c. flx)=x+1n(2-2x +x2). d.  flx) =4x + 51In(2 — 2x + x2).

Ekvationen x3 —3xy —y3 + 3 = 0 definierar en funktion y =y(x) sadan att
y(1) = 1. Bestam derivatan y“(x) utryckti x och y. Visa att x =1 &r en lokal
extrempunkt till y och bestim dess karaktar.

Bestiam lokala extrempunkter (och deras karaktar) till funktionen
fix) = 6 In(1 + 2x) — In(1 + 4x2) — 6 arctan 2x.

Bestam storsta och minsta vardena till féljande funktioner:
a. 4V1-x2+ 3x. b. x2—-4lk—1-2x, 0<x<4.

Visa olikheten e=*>1—x, for alla x.

Visa olikheten In(1 + 2x) + In(1 + 3x) < 5x, for allax > 0.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Bestam definitionsméingden och viardeméngden till funktionen

a. ﬂx):\/x—1+\/3—x. b. Ax)=V1-x+ arcsinx.

Hur stor kan produkten ab avtvatal a och b maximalt vara om
a4 +2b2 =48?

Bestim konstanten a sa att funktionen f(x) = (x + 1)(a@ — arctan x) har en
kritisk punkt for x = 0. Avgor ocksa om det ar ett lokalt maximum eller mini-
mum eller en terrasspunkt.

For vilka viarden pa konstanten a &r funktionen flx) = ax — 3 arctan 2x in-
verterbar?

Hur stor kan lutningen hos tangenten till kurvan y = In(x + V1 +x2) vara
maximalt?

Visa att x4 + 32 |x— 1| >1 for alla «x.

Bestam MacLaurinutvecklingen av ordning 3 till foljande funktioner.
Restermen ges pa ordoform.

a. flx) = sin 3x. b. Ax)=In(1 + 2x).

c. flx)=In(1+ 2x)sin 3x. (Anvind la och b.)

Bestam Taylorutvecklingen av ordning 2 till foljande funktioner. Restermen
ges pa ordoform.

b. flx)=In(8 +2x) kring x =0

c. flx)=In(1+ 2x) kring x = 1 (Anvéand 2b.)

Bestam Taylorutvecklingen av ordning 2 till foljande funktioner. Restermen
ges pa ordoform.

_ 1 - _ _
a. f(x)_1+2x kring x =0 b. flx)=

1
1+ 2x

kring x =-1

Betrakta funktionen fix) = 4 e=% —e2X — 3 sin 2x + 12 sin x.
a. Bestam Taylorpolynomet av fjarde graden till f kring punkten x = 0.

b. Anvind resultateti a for att visa att fix) < 3 om x ligger tillrackligt néara 0.

Bestam MacLaurinutvecklingen av ordning 3 till féljande funktioner.
Restermen ges pa ordoform.

a. flx)=V1+2x. b.  fx)=e3%\1 + 2.

Svar:

1.

2.

a. Lokmaxi —1,lok mini 1.
b. Lokmaxi —1,lokmini 1

Lok maxi 0, lok mini 1.



3. a 3/2+mw2 och 0.

6. a. min = In2 - /2, max saknas.
b. Max och min saknas.

7. a. Lokmini 1 och 3,lok maxi 2.
c. Finns inga.

b. 4+4In2 ochl.

b. Lokmaxi 0, lok mini 1.
d. Lokmaxi -1, lok mini 1/2.

2 _
8 y=X=Y x=1 ir en lokal minimipunkt.

Cx+y2’
9. Lokmaxi 0,lokmini 1.
10. a. 5 och -3.

13. a. Df =[1,3], Vr =[N2,2].

b.  Df =[-1,1], V¢ =[w2, V2 - n2].

14. 8.
15. a =1; lokalt maximum.
16. a =6 eller a <0.
17. 1
19. a.  3x—9%3/2 + O(x4).
c. 6x2—6x3 +0(xd).
20. a. In(3) + %x - %xz +Ox3)

1)3)
21. a.
O((x + 1)3)

2. 3—%354.

1—2x +4x2 + O@x3)

23. a. 1+x—x2/2+x3/2 +0(x4).

b. -1 och -5.

b. 2 — 2¢2 + 8x3/3 + O(x4).
2 2 9
b. ln(3)+§(x—1)—§(x—1) +O((x —

b. 1-2x+1)—4x+1)2 +

b.  1-2x+x2+2x3 + 0@H).



Modul 4
11/8-12/8

1. Bestdm den allménna losningen till differentialekvationen

a. vy —y-2y=2x+1. b. ¥y +6y+9y=27x.

2. Bestdm den l6sning till y~ —y"— 2y = 0 som uppfyller y(0) =2, y7(0) = 3.

3  Bestdm den allménna l6sningen till differentialekvationen

a. y +y—2y=4xeX. b. ¥y +y—2y=20co0s 2xe¥.
c. y +y=2cosx. d y ' =2y =4x.
e. y +4y=24sin 4x. f.  y"—4y"+13y=40cos x.

4. Bestdm den losning till y” —y— 2y = 2x + 1 som uppfyller y(0) =2, y(0) = 3.

5. Beridkna foljande integraler:

a. } Y dx b. }(1—2x)1mdx
0V4—3x 0
X 2¢+ 1
. — =~ dx d. de
¢ J;(l+x2)2 _1x2+x+1
e. Ismx dx £ }2;”1 dx
2 + cosx DX +1

6. Beridkna arean av det dndliga omrade som begrinsas av kurvan y =x —\Vx
och x—axeln.

7. Berikna foljande integraler:

1/
a. Tldx b. jz 1 g
O4+x2 01+4x2

X
. dx
¢ 19+x2

8. Berdkna arean av det dndliga omrade som begridnsas av kurvorna y = V2-—x

och y =xV2—x.

9. Berikna foljande integraler:

a. j (1 — 2x)e—2% dx b. Tx2 cos x dx
-1 0

c. }1n(x+ 1) dx d. }xln(x+ 1) dx
0 0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

5
9 —x2

Beridkna arean av det dndliga omrade som begréinsas av kurvorna y =

8

OCh y=m

Berdakna foljande integraler:

Tt/
a. (2x¢ + 1) arctan \/;dx b. J2 % dx
/6 Sinx + sin® x

/.
c. ' 2cosx. . de
/g SN X + sIn® x

Berdakna foljande integraler:

a. lln(x2 +1)dx b. _][x arctan x dx
0

Beridkna arean av det dndliga omrade som begrédnsas av x—axeln och kur-

van y = (x —3)V4 —x.

Bestam den allménna l6sningen till differentialekvationen
a. y —-y=2x+1. b. ¥y —y'—2y=4e3x,
c. Yy —y—2y=20cos 2x.

Bestam den allménna l6sningen till differentialekvationen

a. Yy +y—2y=40sin xcos x. (Forenkla hogerledet: 2 sin x cos x = sin 2x.)
b. y”—38y+2y=4x+10cos x.

c. y7+3y"—y —3y=0%.

d.  y7-y +y -y=e¥

Berédkna foljande integraler:

_ Ay
a ]z‘23x7 d b, j3x 79542
%% —bx +6 1 (x—3)(x—2)
2 _
c. CSx+1 dx d. x2 —5x + 10 dx
X2 +x—2 X2 —6x+8
/
x2 —10x + 11 & CcoS X
e. £ =T - dx f. A
0 (=32 + 1) 5 1+ 16 sinZx
n/4
tan x
g .[1 2
0 1+ cos x

Svar:

a. y=-x+AeX + Be2x b. y=e3%A + Bx) + 3x — 2



A

© 0 N0

11.
12.
13.
14.

15.

16.

1/3e% + 5/3e2x

y =

a. y=(1-2x)e* +AeX + Be—2x

b. y=(-sin2x—3cos 2x)e~* + AeX + Be—2%

c. y=xsinx+Asinx+Bcosx

d y=—x—x2 +A + Be2x

e. y=-2sin4x + Asin 2x + B cos 2x

f.  y=3cosx—sinx + Ae2% sin 3x + Be2X cos 3x

y = —x + 2e2%

a. 10/27. b.  1/101. c. 1/4. d In3.

e. In3. f. In 2 + n/4.

1/6.

a. m/8 b. n/8 c. In5-1In3

4/15.

a. e2+e2 b. 4m. c. 2In2-1.

d 14 g 2 h. 3In5-41In2
2n—(51n 5)/3.

a. m2-1/3. b. (In5-1In2)2. c. 1+In2-1In3.
a. In2-2+m/2 b. mw4-1/2

4/15.

a. y=—3x—x2+A +BeX b. y=e3% 4+ Ae* + Be2x

c. y=-sin2x—3cos 2x + AeX + Be2%

a. y=-3sin 2x —cos 2x + Ae¥ + Be—2x

b. y=3+2x+cosx—3sinx + Ae¥ + Be2%

c. y=AeX4+Be*+Ce3%¥_3x+1

d y=Acosx+Bsinx+ (Ce¥—e¥/4

a. Iné6. b. 1+Iné6. c. 3In5-41n2
d 1+2In3-In2. e. In3-m f. 4—1 arctan 4

7

(In 3 —1n 2)/2.



Modul 5
13/8-14/8

10.

11.

Berdkna arean av det omradet som begridnsas av

a. kurvan y=xV1-x2 och x—axeln.
b. kurvan y2=x2—x3.

Berdkna foljande generaliserade integraler:

T 1 T 1
S b e

Berdkna arean av det oédndliga omradet som begréinsas av koordinataxlarna
1
(1 +Vx2Vx

Beridkna arean av det dndliga omrade som begridnsas av kurvan y2 = x2(1 —
2)
x2).

och kurvan y =

Berdkna volymen av den kropp som uppstar vid rotation av omradet
a. mellan kurvan y =V 1 -x och koordinataxlarna kring x—axeln.

b. mellan kurvan y =\ 1 —-x och koordinataxlarna kring y-—axeln.

Berdkna volymen av den kropp som uppstar da omradet mellan y—axeln och
kurvorna y =cosx, y =sinx, 0 <x <m/4, roterar ett varv

a. kring x—axeln.
b. kring y-axeln.

Beridkna arean av det dndliga omrade som begrinsas av

a. x—axeln och kurvorna y =tanx, y =cotx, 0 <x <m/2.
b. y—axeln och kurvorna y = arctan x, y = arccot x.
c. y—axeln och kurvorna y = arcsin x, y = arccos x.

Berdkna volymen av den kropp som uppstar da ytstycket mellan linjen x =1
och kurvan y2 = 4x roterar ett varv kring linjen y = 2.

Berédkna volymen av den kropp som uppstar da omradet som begridnsas av
x—axeln och kurvan y = (x—1)\V 2x —x2 roterar ett varv kring linjen x = 1.

Berédkna foljande integraler:
/2 /2

a. J‘ _COSX gy b. _COSX gy
4 —sin2 x sinx + sin?x
/6
1 1 T 1
c. = dx d. J.—dx

0 V4 — 3x2 0 Vx2—2x +2



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Beridkna arean av det omradet som begriansas av kurvorna y = V1 —4x2 och

y=V1-2x
Beridkna foljande generaliserade integraler:

T 14502 dr T 2%+1

. == b. e =
a4 L (L+ x2)x2 2 e+ 1)2x2

Beridkna volymen av den kropp som uppstar da omradet mellan x—axeln och

arcsin x
=n/2 - —"2— =~

kurvan y roterar ett varv kring y—axeln.

Betrakta kurvan x = 2(¢ + 1)32, y = 2(4 — ¢)3/2,
a. Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan i den punkt som svarar

mot ¢ =3.
b. Bestdm en ekvation for normalen till kurvan i den punkt som svarar
mot ¢ =3.

c. Berdkna langden av kurvan da 2 <t <4.

Bestam ekvationen for tangenten och normalen till kurvan
a. x=t2+2t+2, y=t3+t¢ ipunkten (5,2).
b. r=sinv + cos2v iden punkt som svarar mot v = (poldara koordinater).

Berdkna ldngden av kurvan
a. x=3cost—4sint, y=3sint+4cost, 0<¢t<2m.

b. r=3sinv +4cosv, 0<v Sg , (poldra koordinater).
1 1
c. y=Inl-x)+In(1+x), —= <x<=
2 2
Bestam ekvationer for tangenten och normalen till kurvan
x=(2 + cost + sint)cost, y =(2 + cost + sint)sin ¢

i den punkt som svarar mot ¢ =~

9"
Berdkna ldngden av kurvan

a. x=-elcost +sint), y=-el(cost —sint), 0<t<1.
b. x=t-sint, y=1-cost, 0<¢<2m.

c. y=%(x—4)\/x—1, 2<x<10.

d y=Inx+Vx2-1), 2<x<3.

a. Det finns en punkt pd kurvan x =3 -3t +1, y = %t‘l — %tz — % dar

tangenten till kurvan bildar vinkeln g med x—axel. Bestim en ekvation

for denna tangent.



1

b.  Det finns en punkt pd kurvan x=#3-3t+1, y== +%

4

2 —%t‘l dar

normalen till kurvan bildar vinkeln g med x—axel. Bestdm en ekvation

for denna normal.

Svar:

N

S OU kW

10.
11.

12.

13.
14.

15.
16.
17.

18.
19.
20.

a. 2/3. b.  8/15.
a. mA4. b. 1-mwA4.
2.
4/3.
a. Tm2. b.  8m/15.
a. 2. b. 7522\/5 -2r
a. In2. b. In2. c. 2-v2
64121
3 -
n2/4.
a. (In3)4. b In3-In2
c. wV3M. d -In(V2-1)
/8 — 1/3.
a. l+m b. 1/2.
21 — 12/2.
a. x+2y=20 b. 2x—y=30 c.
a. x+y=T7,x-y=3 b. x+y=-1 x—y=-1
a. 10m. b.  5m/2. c.
Tangent: 3y —x = 9. Normal: 3x +y = 3.

a. 2e-2. b. 8. c. 32/3.

a. \/gx—y=\/§—2. b. x—\/§y=2\/§+1

045

2ln 3-1.

d.

2V2 -3,



