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Institutionen fér matematik, KTH
Mattias Dahl, Henrik Eriksson

5B1104, Differential- och integralkalkyl I, del 1, for TIMEH2
Tentamen, 16rdag 12 mars 2005 kl 14.00—19.00.

Svara med motivering och mellanrdkningar. Tillatet hjdlpmedel &r formelsamlingen Beta. For
betyg tre krévs minst 15 podng pa A-delen. For fyra eller femma ska man dessutom ha minst
9 resp. minst 15 podng pa B-delen. Under kursen har sju kontrollskrivningar/hemuppgifter
givits, godkint pa négon av dessa riknas som 3 poédng pa motsvarande uppgift i A-delen.

Skrivning KS1 HU1 KS2 HU2 KS3 HU3 KS4
Uppgift 1 2 3 4 5 6 7

DEL A

1. Berdkna grénsvirdet
. oz
lim ——.
a—1 x — 17

Losning. Detta dr ett obestamt gransvdirde av typen %, vi kan anvinda I’Hospitals regel:

I r— 3 I 1 — 322 1-3 1
im ——— = lim = = _.
rz—1 1 — 1317 z—1 1 — 17216 1-17 8

2.  Bestdm ekvationen for tangenten till kurvan
2?4 ry+2y° =4

i punkten (1,1).

Losning. Vi deriverar kurvans ekvation med avseende pa x och far
2z +y +zy + 4yy’ = 0.
I punkten (x,y) = (1,1) ger detta
241+y +4y =0
eller y = —g. Tangentlinjen dr den linje som gar igenom (1,1) och har lutning —g,
alltsa linjen 5

y:—g(fc—l)—l—l.

3. Bestdm storsta virdet for uttrycket

Losning. Funktionen
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4.

ir definierad for x > 0. Vid x = 0 har vi f(0) = e och limy_oo f(2) = lim,_o el TVZ—% =
0 eftersom 1+ \/x —x — —oo dd x — co. Om f(x) antar stérre virden dn dessa sd
mdste det ske i ndgon lokal maz-punkt. I en sddan punkt dr f'(x) =0, dvs

0=f(z)= <2\1/§ — 1> eltve—z,

Denna ekvation ar uppfylld for x = i. I denna punkt har funktionen vardet
f(1/4) — €1+1/271/4 — 65/4,

vi ser att detta dar det storsta vardet som f(x) antar.

Berdkna integralen

3 Vxdr
o 1+a’

Losning. Vi gor substitutionen t = \/z, x = t?, dx = 2tdt, och far

Pvwde /ﬁ 2% dt
o 14z o 1412
V3 g2
= 2 dt
/0 14 ¢2
V3 1
o[
0 1+ t2
= 2[t—arctant]a/§

= 2(\/§—arctan\/§)
= 2f—2§.

En rotationsyta uppstar da kurvan y = %333, 1 < x <2, roterar kring z-axeln. Berdkna

dess area.

Losning. Eftersom y(x) > 0 sd ges arean av

A = /12 omy(z)\/ 1+ (¢ (x))? da

2
= 2%/ 22V1 + 2t dz.
1

Vi gor variabelbytet t = 1 + z*, dt = 4x3dx, vilket ger

o 17 1
A = — t—dt
3 Jo \/_4
17
= I Vit
6 J2

7 [#3/2 1
- 5[%12
_ T 3/2 _ 53/2
- 9(17 2 )
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Bestam den 16sning till differentialekvationen

r_ 2y _
i

x
som uppfyller y(1) = 3.

Losning. Vi multiplicerar med den integrerande faktorn
ef(f%)da: — €f2lnx — fo

vilket ger ekvationen

e %y — 23y =2t

Nu dr vinsterledet derivatan av en produkt,
/
(a:_Qy) =z L

Vi integrerar detta och far
r 2y=Inz+C,

eller
y=2*(nz+C).

Dé y(1) = 3 madste vi sitta C = 3. Den sikta losningen dr

y=2?(nz+3).

Bestam vérdet av sjuttonde derivatan i origo for funktionen
f(z) = zPtanz.

Ledning: Anvéind MacLaurin och Beta.

Losning. Sjuttonde derivatan i origo, f17(0), dyker upp framfor z'" i MacLaurin-
utvecklingen av f(x). Vi bestammer denna utveckling. Enligt Beta, avsnitt 8.6, dr

1 3 2 5 17 7 9
tanz =+ -—2°+ —2° + —x" + 0
anT X X 151’ 31 X (fL‘ )

sa
1 2 17
f(l') — xl()tanx — l’ll + §.1,13 + 1_5.%,15 + El,l? + O($19>.
Koefficienten framfor «'7 dr ﬁf(”) (0), sd
1 17
= D)9y = 2L
17!f (0) 315
och alltsa dar 17
FO00) = —— 171

T 315



(3p) 8. Bestim den antiderivata (primitiva funktion) F(z) till
33—z
T)=——5——
/(@) (x+1)(z2+1)
som uppfyller lim, ., F(z) = 0.

Losning. For att hitta antiderivatan gor vi en partialbraksuppdelning,

o) = 3—=x A +an—i—C
(D@2 4+1) 2+l 2241

vilket ger
2 2z 1

f(x)::):—l—l _w2+1+x2—|—1
Detta uttryck har primitiv funktion

F(z) = 2In(z+1)—1In(z*+ 1) +arctanz + C
1 2
= In <<$2+—)> + arctanx + C.
x*+1

Gransvardet dé x — oo blir

lim F(x)zln(l)%—z—kC:g—i—C,

T—00 2
for att detta ska bli noll maste vi sitta C' = —5. Den siokta antideriatan ar
1 2
F(z)=In (%) + arctanz — g
DEL B

(5p) 9. Beriikna virdet av foljande generaliserade integral eller visa att den ér divergent.

[o@)
/ e 317 — e~ 27 dg
0

Losning. Vi gor variabelbytet t = e™*, dt = —e *dx. Dd x — oo sa t — 0 och
) b
/ e 1T —e 2o dy = blim / e 3N17 — e~ 22 dy
0 —00 /0
1
= lim V17 — 12 dt.
a—

a

Eftersom integranden f(t) = t>v/17 — 2 dr kontinuerlig pa intervallet [0,1] sd ges den
generaliserade integralen av

o) 1
/ e3\17 — e 2u dy = / 217 — 2 dt,

0 0
dvs. av integralen av en kontinuerlig funktion over ett slutet och begransat intervall. Den
generaliserade integralen dr alltsd konvergent. Vi kan berdkna dess vdrde genom att sla
upp primitiva funktionen i Beta (avsnitt 7.4, formel 143):

') 1
/ e 31T — e 2 dy = / 217 — 12 dt
0 0
1

ot N2 ATt s 1TP
= [—Z (17—t ) + ? 17—t + ?&I'CSIH <ﬁ>

1 32, 17 177 ( 1 )
= ——(17-1 —VIT -1+ — —=
4( )+ 3 + g arcsin it
>15
5

0

172 . <
= — arcsin
8

\]
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Bestém linjériseringen av f(z) = arcsinz vid = 0.5 och anvind denna for att hitta
ett ndrmevérde till arcsin(0.4). Ungefar hur stort ar felet i detta ndrmevérde?

Losning. Vi har f'(z) = (1 — 22)~Y2, s linjiriseringen L(z) vid x = 1/2 ges av

Lz) = f(1/2)+f(1/2)(z - 1/2)
T 2
= E—F%(a:—l/Q).

Detta ger en approzimation

®|>1
at
-

f(0.4) = arcsin(0.4) ~ L(0.4) = (04—-0.5) =

c>|>1
&\“

Felet © denna approximation ges av

0.4 —0.5)? 1
B0.4) = £04) - £0.4) = (0 CAZO iy L
ddr X dar nagot tal mellan 0.4 och 0.4. Andraderivatan ges av
1 - €z
f <$) - (1 _ $2)3/2

vilket @r en vdzande funktion pd intervallet [0.4,0.5]. Storsta mojliga varde for felut-
trycket fas alltsa vid X = 0.5 och vi har
1 1 1/2 1

0 < E(0.4) < f"(0.5) - 200~ 200 (1—1/4)3/2 - 1503

Eftersom /3 > 1.7 sd ger detta feluppskattningen
1 1 1 1

5
0< FE(0.4 = < — =—_ =(.005.
(04) < 150[ 150-1.7 225 200 1000

Berdkna langden av kurvan
/ Vcostdt
2

mellan z = —g och z = %

Losning. Funktionen y(x) har derivata y'(x) = \/cosx. Lingden av funktionsgrafen
ges av

S - / 1+ (@) da

= / V14 cosxdr.
2

w\a

2 _ l4cosa

% = 2% sd ar detta samma som

S = / ,/26082 dx
3

Eftersom cos

= V2 {28111 g] ’
-3

= 4.



(5p) 12.

Karnevalens 17 meter hoga viggreklam har underkanten en meter 6ver dgonhéjd. Hur
langt ifrdn bilden ska man sté for att den ska uppta maximal synvinkel?

17

1

Losning. Vinkeln i den stora yttre triangeln ges av arctan (190—8> och vinkeln i den smala

undre triangeln ges av arctan (%) Synvinkeln 0 ges alltsd av

0(x) = arctan (g) — arctan (1>
x x

for x > 0. Vi ska bestimma det storsta virdet som 6 kan anta. Eftersom 0(x) dar
deriwerbar for alla x > 0, (x) > 0 och

lim 0(x) = T_

lim 5 =0, limf#(z)=0—-0=0

r—00

o] 3

sd antar 0(x) sitt mazvdrde 1 ndgon punkt dir 6'(x) =0, dvs i ndgon punkt x dir

- W'(‘ﬁ)‘w'(‘ﬁ)

B 1 18
o241 224182
17(18 — 22)

(2 4+ 1)(22 4+ 182)°

Det enda x > 0 som uppfyller denna ekvation dr x = /18, vilket alltsa dr det avstand
dar synvinkeln dar mazimal.



