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Institutionen fér matematik, KTH
Mattias Dahl

5B1104, Differential- och integralkalkyl I, del 1, for TIMEH2
Tentamen, tisdag 29 mars 2005 kl 14.00-19.00.

Svara med motivering och mellanrdkningar. Tillatet hjdlpmedel &r formelsamlingen Beta. For
betyg tre krévs minst 15 podng pa A-delen. For fyra eller femma ska man dessutom ha minst
9 resp. minst 15 poéng pa B-delen. Under kursen har sju kontrollskrivningar/hemuppgifter
givits, godkint pa négon av dessa riknas som 3 poéng pa motsvarande uppgift i A-delen.

Skrivning KS1 HU1 KS2 HU2 KS3 HU3 KS4
Uppgift 1 2 3 4 5 6 7

DEL A

1. Berdkna gransvirdet
272 3a2
lim ———.
z—0 472 — Hr—2

Lésning. Detta dr ett gransvirde av typen 32, vilket vi kan dtgirda genom att forlinga

med x2:
i 22 — 322 . 2-3z* 2-0 2
m ——————= = l1m e —
-0 402 — 522 250 42* -5 0-5 5

2. Bestdm de punkter pa kurvan
22+ 2zy 4+ 22 =5

dér tangentlinjen ar horisontell.

Losning. Tangentlinjen dr horisontell © punkter ddr derivatan av y med avseende pd x
dar noll, vi derwerar kurvans ekvation och sitter y' = dy/dx = 0:

0 = (5
= (2% + 22y + 2%
= 2z 4 22y + 2y + dyy
= 2(z+vy).

Tangentlinjen dr alltsa horisontell © punkter dar x +y = 0, insatt ¢« kurvans ekvation

ger detta x = +£+/5, eller punkterna (v/5, —/5) och (—v/5,/5).

3.  Antar funktionen
f(z) = arctan 3z — arctanz

viardet 1/27

Losning. For funktionen f(x) gdller

f(0)=0, lim f(z)=0.

r—F00

Lokala extremuirden finns i punkter dir f'(x) =0, detta ger x = +1//3,
f(£1/V3) = £7/6.

Eftersom f(x) dr en kontinuerlig funktion med f(0) =0 < 1/2 och f(1/V/3) = /6 >
1/2, si maste f(z) = 1/2 for nagot x mellan 0 och 1/+/3.
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4.

6.

Berdkna derivatan av funktionen

Cos T

fz) = V1—¢2dt, 0<az< .

sinx 2

Lo6sning. Derivatan ges av

f'(x) = V1—cos?z-(—sinz)—1/1—sin’x-cosx
Vsin?z - (—sinz) — Vcos?z - cos

= |sinz|-(—sinz) —|cosz| - cosz

= —sin’x —cos’x

= —1.

Omradet mellan z-axeln och kurvan y = ze ™™, 0 < z < 4, roterar ett varv kring
z-axeln. Berdkna volymen av den rotationskropp som uppstar.

Losning. Volymen ges av integralen (som vi berdknar med tvd partialintegreringar eller
med hjdlp av Beta, 7.4, formel 321)

4 4
/ mylde = 7'(‘/ z?e 2 dx
0 0

1

(1-4167%).

4

0

T
4

Bestém alla funktioner y = f(z) som uppfyller differentialekvationen

y = y(a® — 2z +1).

Losning. Detta dr en separabel ekvation, vi samlar x och y pd var sin sida,
y'y_l/2 =% -2+ 1,

och integrerar:
4
291/2 = — 2 +z+C,

ddar C' dr nagon konstant. Detta ger

2
1 x4 2

Bestim koefficienten framfér 2 i Taylorutvecklingen av
f(x) = arccosx cosx

vid z = 0.



Losning. I Beta (avsnitt 8.6) hittar vi Taylorutvecklingarna

1 3
arccos x = g —z— 6333 - Ex‘r’ + O(z"),

1 1
cosx=1——a? + —2t +0(2%).

2 24
Multiplicerar vi dessa far vi
f(x) = arccosxcosx
1 3 1 1
= (% —x— E.%'S - 4—0:U5 + O(w7)> (1 - 5332 + ﬂa:‘l + O(wG)) .

I denna produkt far vi foljande termer med x°:

(—2)- (%x‘l) + (—%&) - (-%ﬁ) +()- <_4_30x5) _ (—i TR %) 2

- . 5 . o _L L - i _ _L
Koefficienten framfor x° dr alltsé —5; + 15 — 55 = —35-

(3p) 8. Beriikna den generaliserade integralen

/°° 32 e
o (?+1)(a2+4)

Losning. Vi gor en partialbraksuppdelning

322 _Aa:—i—B C.CC+D_ -1 4

(22 +1)(22+4) 22+1 LR B R B

och integrerar,
o0 3z to—1 4
de = i d
/0 (2 4+1)(22 +4) o 56 Jo w2+1+x2+4 v
t

= 1tlim [— arctan(z) 4 2 arctan(z/2)],
— 00

= tlim (— arctan(t) + 2 arctan(t/2))
= 7/2.

DEL B

(5p) 9. Ett rep av lingd 10 m anviinds fér att gora en cirkel och en kvadrat. Vilken #r den
storsta resp. minsta sammanlagda area dessa kan ha?

Losning. Om vi anvinder x m av repet for att gora cirkeln far vi en cirkel med radie
x /27 och en kvadrat med sida (10 — x)/4. Den sammanlagda arean av dessa dr

xr 2 ].0-:13 2 1 1
Alz)=n(—) + = — 224+ —(10 — 2)%
(z) (27r) ( 4 ) 4" 16< 0-2)

Vi ska hitta maz/min for A(z) di 0 < x < 10. I dndpunkterna pd intervallet har vi

A(0) = 24—5 A10) = 2.

™
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(5p) 11.

Funktionen A(x) ar deriwerbar for alla x sd eventuella maz/min i det inre av intervallet
finns i punkter dir A'(x) = 0. Detta ger

0 1 1(10 ) <1+1> 10
= —I— — —)=—+-=-)z— —
2 8 2t 8 8

eller x = 9% (yilket Gr ett tal mellan 0 och 10.) Vi har

4+
10w 25
()
447 447
Den storsta arean ges av x = 0 och ar % m? (om man godtar en kvadrat med sidlingd
0 m, annars finns ingen storsta area.) Den minsta arean fis vid x = ﬁ—’; och dr 41_5”.

Visa att -
arctan(l/z) = 5 arctan(z)

for alla = > 0.
Losning. Detta dr det samma som att visa att
f(z) = arctan(1/z) 4 arctan(z)

dr konstant lika med 3. Eftersom

1 —1 1
/ = _—
— 1 n 1
1422 2241
= 0
sd ar f(x) konstant. Eftersom
f(1) = arctan(1) + arctan(1) = 2 - % — g

sa dr f(x) konstant lika med 5.

Visa att funktionen

f(x)zln(x—i—\/xQ—l), x> 1,

&r inverterbar. Vilken &r definitionsméngden for inversfunktionen f~!(z)? Berikna in-
versfunktionens derivata i punkten In(v/2 + 1).

Losning. Eftersom

1 T 1
—_— . 1 + ) p—
z+ Vo2 -1 ( 2 -1 2 —1
for alla x > 1 sd ar f(x) strikt vazande och alltsd inverterbar. Definitionsmangden for

=1 dr lika med virdemdngden for f. Vi har f(1) =0, f strikt vizande, limg oo f(z) =
00, sd virdemdngden for f ar alla x > 0. For inversens derivata gdller

>0

fi(x) =



(5p) 12.

=In(v2+1) sd f~(In(v/2+1)) =2 och

(£ (n(v2+1))

Vi har f(v/2)

(Uppgiften kan ocksd losas genom att berikna f fran f=1, vilket ger f(z) = 3(e®+e™®),
x>0.)

En kil tillverkas av en cylindrisk triddstam med radie 10 cm pa foljande sétt. Forst
kapas stammen med ett snitt med 45° vinkel mot centralaxeln. Dérefter kapas en kil
bestaende av de 6versta h cm (0 < h < 20) med ett snitt vinkelrdtt mot centralaxeln.
Beridkna volymen av kilen.

Losning. [ ett ldampligt valt koordinatsystem ligger kilen dver omrddet

22 +y? <103, 2>10—h.
Ett plan vinkelrit mot x-azeln skir kilen i en en rektangel med sidorna 2v/102 — 22 och
x + h —10. Volymen av kilen dr lika med integralen av arean av dessa trianglar, eller

10
V= 24/102 — 22
10-h

(x 4+ h —10) dz.

Vi berdknar denna integral med hjdlp av primitiva funktioner 138, 142 avsnitt 7.4 1
Beta:

V = xV 10?2 — 22 dx + 2(h — 10) V102 — 22 dx
10-h 10-h
. " 10
= 2 [—— (102 - g;2> } +2(h — 10) —;17\/ 102 — 22 + —— arcsin —
3 10—h 10 _h

10
= 100(h — 10) (2 — arcsin

2
h) + v/20h — h2 (100 — th + gh2> .



