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Preliminara betygsgréanser for 3, 4 och 5 ar 28, 42 och 54 poang.
Inga hjalpmedel ar tillatna.

1.  Los ekvationen 2% + (3i — 2)z — 1 — 3i = 0. (4p)

2. Lat f(z,y,z) = tan(x — y + 3z). I vilken riktning &ar riktnings-
derivatan av f storst i punkten (3,0, —1)7 Ange ocksa det storsta véirdet av
riktningsderivatan. (4p)

3.  Sok de kritiska punkterna till funktionen f(z,y) = x® + y* + 3zy
och bestam deras karaktar. (4p)

4. Berékna ¢, V1 + 23 de+2zydy dér C ér randen till triangeln med
horn (0,0), (1,0) och (1,3) och C' genomldps en gang moturs. (4p)

5. Antag att funktionen f : R? — R har kontinuerliga partiella deriva-
tor. Lat g(z,y) = f(u,v) dir u = 2% — y* och v = zy. Visa att
g Jg of of

2Ly = oyl 4 2u=t,
x8x+y8y u8u+ Yo

(4p)

6. Bestdm en bas for vektorrummet {(z,y, 2) € R®: 2+ 2y — 52 = 0}.
(4p)

v.g. vand



7. Avgor om foljande vektorfalt ar konservativa och bestam potential-
funktion i forekommande fall.

a) F(z,y,2) = (2,9,2)

b) G(z,y,2) = (y, 2,7)

c) H(z,y,2) = (z,2,9). (4p)
8. Berakna ffsde dar S &r ytan z = 2+ V39%, 0 <z < 1,
0<y<2. (6p)
9. Berdkna [ 4 77z dxdy  Gver omradet A som bestdms av
olikheterna z > 0, |y| <z och 1 < 2% + y* < 3. (6p)

10. Berakna flodesintegralen

[ ®nas.
S

dar F(z,y,2) = (zy*, 23, 2%), S ar begransningsytan till kroppen 2% + y? +
2?2 <1, 2 > /2?2 + 42, och N ar den utatriktade enhetsnormalen pa S. (6p)

11.  En linjar avbildning 7" : R® — R? definieras genom
T(x,y,z) = (bx — 2z, by, —2x + 2z).

a) Bestdm T':s matris (= A) i standardbasen. (2p)
b) Visa att A :s egenvérden &ar 1,5 och 6 och bestam dess egenvektorer.

(2p)
c) Bestdm en diagonalmatris D och en ortogonalmatris P sa att

P'AP = D. (2p)

12. Berakna den generaliserade integralen

/// e~ VY 0 dy dz.
R3

(6p)

13. Bestam de punkter pa ytan ry®z® = 2 som ar narmast origo. (8p)




Losningar till tentamen den 22 april 2003
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1. Genom kvadratkomplettering far vi (z+252)2— % —1-3:=0.
Det foljer att (z+352)2 = —1/4 . Vidare ir 2+ 352 = +L. Svar: 2 =1 -2

J 2 2 2 d=1l=-a
ochz=1—4.

2. Derivering ger grad f(x,vy,2) = (cos™2(z —y+32), —cos 2(x —y+
3z),3cos (x —y+3z) och grad f(3,0,—1) = (1,—1,3). Riktningsderivatan

_ L : o L (1,-13)
D,f(3,0,—1) = (1,—1,3)-u &rstorst i gradientens riktning. For u = a1

ar D,f(3,0,—1) = v/11. Svar: Riktningsderivatan &r storst i riktningen
(1,—1,3) och dess storsta virde ar v/11.

3. I en kritisk punkt ar D;f(z,y) = 0 och Dyf(xz,y) = 0, dvs.
322 + 3y = 0 och 3y? + 3z = 0. Det foljer att 3z* + 3z = 0. De kritiska
punkterna ar (0,0) och (—1, —1). Ten punkt (z,y) ar AC—B? = Dy f Dy f —
(D12f)? = 36y — 9.
1) I origo &r AC — B% = —9. Origo &r saledes en sadelpunkt.
2) I punkten (—1,—1) ar AC'— B* =27 > 0 och A = —6 < 0. Funktionen
har lokalt maximum i punkten (—1,—1).

4. Enligt Green’s formel ar integralen = ffA(Dng — Do Fy)dxdy =
[[,2ydzdy dér A &r omradet innanfor den slutna integrationsvéagen. Vi far

$o V1423 de + 2zy dy = fol( ng 2ydy)dr = fol 922dx = 3.

20 —2y

y
Enligt kedjeregeln ér D1g = 22D f +yDof och Dog = —2yD; f +xDs f. Det
foljer att

5. Lat G(z,y) = (z*—y? xy). Jacobimatrisen av G ar

aD1g +yDyg = 22" Dy f + wyDsf — 2y*D: f + xyDaf = 2uD\ f + 2vDs f.

6. Latz=tochy=s. Daarx=—2s+5t. Vifar (z,y,2) = (—2s+
5t,s,t) = s(—2,1,0) + ¢(5,0,1). Varje vektor i vektorrummet kan skrivas
som en linjarkombination av vektorerna (—2,1,0) och (5,0, 1) som é&r linjart
oberoende och uppfyller ekvationen. Svar: En bas ar {(—2,1,0),(5,0,1)}.

7. a) Fran ekvationerna D1F2 = D2F1 = O, D1F3 = D3F1 = ]_, och
DyFs = DsFy = 2O, foljer att vektorfaltet F ar konservativt. Funktionen
u(r,y,z) = vz + % ar en potential till F.

3



b) och ¢) Eftersom DGy =0, DGy =1 och Di1Hy =1, DoH; = 0 sa ér
varken G eller H konservativt.

8. Lat f(x,y) =z +/3y% Eftersom D, f(z,y) = 1 och Dyf(x,y) =
2\/§y ar

1 2 2
//dez/dx/yVl—l—l%—ngﬁdyz/y\/2+12y2dy
s
0 0 0

1 1 3 3 62\/5
2 + 1242 — (502 —22) = ——.

9. I polara koordinater ar integrationsomradet en rektangel D: 1
r< V3, -m/4 < 0 < wfd Vi far [f, St dedy = [f, "0 drdf

S cos0do [ dr = VA(V3 ~ 1),

10. Sfiren och konen skér varandra langs cirkeln 22 +y? =1/2,2
%. Enligt divergenssatsen

1— xzfy
//F NdS = /// 2z dxdydz = // / 2z dz)dxdy
a:2+y

déar K ar kroppen innanfor den slutna ytan S och D ar cirkelskivan 22 4 y? <

1/2. Vidare &r
//F NdS = //1—237 — 24%) dady

[ IA

1/v2 _
:/ (/ (1 = 2%)rdr)dd — 2m| =T VE T
0 0 2 4
5 0 =2
11. Matrisen till T ér A = [ 0 5 0 | och det(A — A\I) =
-2 0 2

BG-=XNG-N2-XN)—45-X) = (=N —=TA+6). Egenvarden ar 1,5
och 6. Egenvektorerna &r 16sningar till ekvationen (A—AI)X =0. For A =1

4 0 -2 1
ar koefficientmatrisen | 0 4 0 |. Losningamaar X =¢[0],¢t€R.
-2 0 1 2



0 -2
For A = 5 resp. 6 fas egenvektorerna X =t [ 1| resp. X =t 0 |t€eR

0 1
t # 0. Egenvektorerna ar ortogonala eftersom A ér en symmetrisk matris.
1 -2
VA 0 75 100
Matrisen P= | 0 1 0 | ar ortogonal och PPAP=D= |0 5 0
% 0 % 00 6

12. Vi anvander sfariska koordinater x = psin ¢ cos 6,y = psin ¢ sin @,
Z = pcos ¢.

/R[/ eiwmdgfdydz- = /02”</0”(/000 e Pp? sin ¢dp) do) df)

Genom partiell integration far vi
/ e Pp’dp = [—pPe f|3 + 2/ pe P dp = —2[pe "¢ + 2/ e Pdr=2.
0 0 0

2
o . : 2 1 o _ . .
dar vi har anvant att lim, ., & = lim, .., £ = 0. Vidare ar

/R[/e_\/mdxdydz.:2/02W(/0wsin¢d¢)d9:

13. Avstandet fran origo till en punkt (z,y,2) pa ytan ar d =

Va2 +y? +22 dér :z:y 223 = 2. Eftersom y? = #, sa ar xz > 0. Lat
f(z,z) = 2® + 25 4 2% Vi bestammer de kritiska punkterna till f:

Dif(z,2) =21r— 25 =0 =1
TE dvs.
Dof(z,2) =22—--4=0 rz° =1

xz?

Den forsta ekvationen ar ekvivalent med xz = 1. Insattning i den andra
ekvationen ger z* = 1. Vi far att @ = +37'/4 De kritiska punkterna &r
+(371/4 31/4) och f(4(37Y4,3/4)) = 24/3. P.g. av symmetrin kan vi anta
att £ > 0 och z > 0. Om # — 0+ ( resp. z — 0+ ) och z (resp. z ) &r
begrénsad, sa f(z,z) — oo. Ocksa om z eller z — oo, sa f(z,z) — oc.
Minsta virdet for f &r saledes 2v/3.

Svar: Punkterna 4+(371/4,y/2371/4 31/4)) och £(371/4, —/2371/4 31/))
ar narmast origo.



