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Preliminéra betygsgranser for 3, 4 och 5 ar 28, 42 och 54 poang.
Inga hjalpmedel ar tillatna.

1. Los ekvationen 22 — (2 — &)z — 16i = 0. (4p)
2. Bestdm ekvationen for tangentplanet till ytan z = xiy i punkten
(2,3, 1). (4p)
3. Bestam alla vektorer v med langden ett som uppfyller féljande
villkoret: Riktningsderivatan till funktionen f(x,y) = 22 + 22y —¢? i
punkten (0,1) i riktningen v &r = 0. (4p)

4. Beriikna integralen [[,ydxdy dir D &r omradet mellan kurvorna

y=+1—x,y=1+/14 2 och linjen y = 0. (4p)

5. Bestam egenvarden och egenvektorer till matriserna

5 4 5 4
A:<1 2) ochB:<_1 1)

(4p)
6. Bestam det storsta och det minsta vardet av funktionen
flx,y) = 2% —4xy® iomradet 2%+ 4y? <1. (4p)

7. Antag att funktionen f : R?> — R har kontinuerliga partiella deriva-
tor och D;f(0,0) =2, Dof(0,0) = —1. Lat h(x,y) = f(lnz,z+y). Bestdm
grad h(1,—-1). (5p)

v.g. vand



8. Beriakna volymen av den kropp som begransas av paraboloiden
z=2ax2+y? och konen z = /22 + y2. (6p)

9. Vektorfiltet F(z,y) = (2zy? + 1, 222y — 6y — é) ar konservativt i
halvplanet {(z,y) : y > 0}.
a) Bestdm en potentialfunktion till F . (4p)

b) Berikna linjeintegralen [(2xy® +1)dx + (22°y — 6y — ,)dy dir C
C

r kurvan y = eV® fran (0, 1) till (1,e). (2p)

[ ¥ s,
s

dar F(x,y,2) = (vz,—yz,2%), S ér sfaren 2% + y? + 22 = 1, och N ar den
utatriktade enhetsnormalen pa S. (6p)

10. Berakna ytintegralen

11.  Berékna linjeintegralen ¢(z + y)dz + (2 + y*)dy léngs f6ljande
vag: parabeln y = z? fran punkten (—1,1) till punkten (1,1) och sedan
tillbaka till punkten (—1,1) langs en rét linje. (6p)

=0 1)

dar a ar en konstant, a # 0. Bestdm en diagonalmatris D och en ortogonal-
matris P sa att A= PDP". (6p)

///xzda:dydz
K

dar K ar tetraedern som bestams av olikheterna x > 0,y > 0, z >
r+y+2z<1. (

12. Antag att

13. Berakna integralen




Losningar till tentamensskrivningen den 18 december 2002
Kompletteringskurs i Matematik, 5B1114

1. Genom kvadratkomplettering far vi (z —(1—44))% = (1 —41)? +16i.
Lat z—(1—41) = a+bi. Ekvationen blir (a+bi)? = —15+8i dvs. a?—b* = —15
och 2ab = 8. Substitutionen b = % i forsta ekvationen ger a* +15a® — 16 = 0.
Losningarna ar a = 1 och b = 5 = =+4. Svar: z =2 och z = —8i.

2.  De partiella derivatorna till f(z,y) = l%y ar Dy f(x,y) = % och
Dyf(x,y) = % En normal till ytan i punkten (2, ;, 1) & (—%, -2,-1).
Tangentplanets ekvation ar $(z —2) +2(y —3)+2z—1 = 0 dvs.

r+4y+22—-6=0.

3.  Gradienten till f(z,y) = 2® + V2zxy — y* ar gradf(z,y) = 2z +
V2y,v/22—2y), och gradf(0,1) = (v/2,—2). Lat v = (a, B) dir a®>+ 3 = 1.

Riktningsderivatan
D,f(0,1) = gradf(0,1) - v = (V2,-2) - (a, ) = V2a — 28.

For att D, f(0,1) skulle vara = 0, maste a = v/23. Eftersom o? 4 5% =

far vi att 32 = % dvs. 0 = i%. Svar: v = :I:(\/g, %)

4. 1 z-riktningen ligger omradet D mellan kurvorna x = y? — 1 och
x=1—1y? Eftersom 0 <y < 1, far vi

//yd:cdyz/l(/ydxz/ly — (' = 1))dy

5. Det karakteristiska polynomet till A &r det(A — M) = (5 —\)(2 —
A) = A2 — 7T\ + 6. Egenvirden dr 6 och 1. Egenvektorerna dr 16sningar rill
ekvationen (A — A)X = 0. For A = 6 &ar koefficientmatrisen (_11 _4 4)
Egenvektorerna ar  t(4,1),t € R,t # 0. FEgenvektorerna som motsvarar
egenvardet 1 &r t(—1,1),t € R,t #0.
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det(B —\I) = (A—3)2. Matrisen har ett egenvarde: A = 3. Motsvarande
egenvektorerna ar t(—2,1),t € R,t # 0.

6. 1) T de kritiska punkterna ar D;f(z,y) = 2z — 4y®> = 0 och
Dy f(z,y) = —8xy = 0. Origo &ar den enda kritiska punkten och f(0,0) = 0.
2) Paellipsen 22 +4y? =1 ar f(z,y) = g(z) = 2? —x(1 —2?). Derivatan
J(x) =32+ 20 -1 =0 (for -1 <z <1)oma =1 f+£2)=_5
Intervallets d&ndpunkter &r +1 och f(£1,0) = 1.
5

Fran 1) och 2) féljer att storsta virdet av f dr _1 och minsta vérdet —z=.

7. Lat h(z,y) = f(G(x,y)), dar G(z,y) = (Inz,z +y). Jacobima-

11
(Dih(1,—1) Dsh(1,-1)) = Jp(G(1,-1))Je((1, —1))
— (Dif(0,0) Daf(0,0)) G (1)) (2 -1) G g) _ (1 -1). Svar

grad h(1,—1) = (1,-1).

trisen av G ar Jg = . Enligt kedjeregeln

8. Ytornas skirningskurvans projektion i xy -planet ar % + y? = 1.
Eftersom ytan z = /22 + y2 ar ovanfor ytan z = 2% + y? ar volymen

VZ// (Va2 +y? = (2 +y?)) du dy.
z24+y2<1

I polara koordinater
2w 1 3 4
_ —rdr)dp =2a[ — "1 =T,
V= [([tr=rtrdnyap=onl -1 = %
0 0

9. a)OmF = grad u, sd ar Dyu = 2zy?*+1. Genom integration far vi
u(z,y) = 2*y’+a+g(y). Dadr Dyu = 22°y+4'(y) = 22°y—6y— . Det foljer
att ¢'(y) = —6y — % Eftersom funktionen u(z,y) = 2%y? + x — 3y? — Iny
uppfyller villkoret F = grad u, sa ar F konservativt och u ar en potential-
funktion till F.

b) [(2zy* +1) dv + (222y — 6y — %) dy = u(l,e) —u(0,1) = e +1—3e? —

C
143 =3—2¢.

10. Med hjalp av divergenssatsen far vi

//F-NdSzZ%/// 22 dedydz.
s K
4



dar K ar enhetsklotet. Med sfariska koordinater

s 2T 1 4
//F-NdSzB/ / / 7’4COSQQSin9d9dg0d7":—ﬂ-.
S o Jo Jo 5

11. Enligt Green’s formel ar integralen I = ffA(DlFQ — Dy Fy)dxdy =

I (22 — 1)dzdy dar A ar omradet innanfor den slutna integrationsvégen.
Vifar I = [* ()L 2z — V)dz)dy = [*,(20 — 1)(1 — 2%)dx =

= fj1 22(1 —2?)dx — fjl(l —z%)dz dér integranden dr udda resp. jamn.

Integralen I = —2 fol(l — 2?)dx = —_%.

12. Det karakteristiska polynomet ar det(A — A\I) = (1 — \)? — a? =

A2 — 2\ + 1 —a®. Egenvirden ar 1 4 a. Egenvektorerna dr 16sningar till

ekvationen (A —A)X = 0. For A = 1+ a &r koefficientmatrisen ¢ _aa

-1 1 . . 1
0 0) , Losningarna ar X =t <1> ,t € R.
1

—1

som ar radekvivalent med <
For A =1—a é&r losningarna X = ¢ ( ) , t € R. Egenvektorerna (1) och
(_11) ar ortogonala (eftersom A &r en symmetrisk matris). A kan diago-

. . 1 1 . o (1T 1\ .
naliseras med matrisen (1 _1) . Matrisen P = 7% <1 _1) ar ortogonal

14+a 0

-1 P
och P AP-D-( 0 1—a

). Da dr A = PDP~! = PDP!. Eftersom

P ar ortogonal.

13. Lat T vara triangeln: z > 0,y > 0,z +y < 1.

///szdzdydx://T(/Ol—x—ymdz)dxdy://Tg(l—x—y)dedy

— %/01(/0 r(1 —x—y)dy)dr = —é /0196[(1 -z —y)’],Z5dx

—1/1 (1 )?’d—l/l( 322 4 322 4)d—1
—60$ X ZL’—60$ X X X l‘—m.



