
Lösningar till tentamen den 17 december 2003

Kompletteringskurs i Matematik, 5B1114

1. Kvadratkomplettering ger (z − 2i)2 = −4 − 6i + (2i)2.  L̊at z − 2i =
a + bi. D̊a är (a + bi)2 = −8 − 6i dvs. a2 − b2 = −8 och 2ab = −6. Vi sätter
in b = −3a−1 i den första ekvationen och f̊ar a4 + 8a2 − 9 = 0. Vidare är
a2 = −4 ± 5 som ger a = ±1. Vi f̊ar nu z − 2i = ±(1 − 3i).

Svar: z = 1 − i och z = −1 + 5i.

2. L̊at F (x, y, z) = x + y + z + exyz + 3. Gradienten av F är en
normalvektor till ytan F (x, y, z) = 0. Vi f̊ar gradF (x, y, z) = (1 + yzexyz, 1 +

xzexyz, 1 + xyexyz) och gradF (1, 0,−5) = (1,−4, 1). Svar: ± (1,−4,1)
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3. I polära koordinater är
∫∫
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4. Vi bestämmer först de kritiska punkterna till f(x, y) = x2 + xy + y2.
De partiella derivatorna är D1f(x, y) = 2x + y och D2f(x, y) = x + 2y.
Ekvationerna 2x + y = 0 och x + 2y = 0 ger den kritiska punkten (0, 0).

P̊a randen x2 + y2 = 1 använder vi polära koordinater: x = cos θ, y =
sin θ. Vi f̊ar f(x, y) = g(θ) = 1 + cos θ sin θ = 1 + 2−1 sin(2θ). Ekvationen
g′(θ) = cos(2θ) = 0 ger g :s kritiska punkter π
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och g(0) = g(2π) = 1 är g:s största resp.
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5. Vi söker en potential u till vektorfältet F(x, y, z) = (2xy, x2 +
z2ey, 2zey). Antag att F = grad u. Eftersom d̊a D1u = 2xy, s̊a är
u(x, y, z) = x2y + g(y, z) för n̊agon funktion g. Vidare är D2u = x2 +
D1g(y, z) = x2 + z2ey. Vi f̊ar att g(y, z) = z2ey + h(z) för n̊agon funktion h.
Nu är D3u = 2zey+h′(z) = 2zey. Vi f̊ar att h(z) är en konstant. Vektorfältet
är konservativt; en potentialfunktion är u(x, y, z) = x2y + z2ey. Integralen
∫

C
2xy dx + (x2 + z2ey) dy + 2zey dz = u(e, 0, e) − u(0, 0, 1) = e2 − 1.
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6. L̊at x = s och z = t. D̊a är y = 2s + 3t .Vi f̊ar (x, y, z) = (s, 2s +
3t, t) = s(1, 2, 0) + t(0, 3, 1). Varje vektor i vektorrummet kan skrivas som en
linjärkombination av vektorerna (1, 2, 0) och (0, 3, 1) som är linjärt oberoende
och uppfyller ekvationen. Svar: En bas är {(1, 2, 0), (0, 3, 1)}.

7. L̊at G(x, y) = (x+g(x−y), x). D̊a är φ = h◦G och enligt kedjeregeln

(D1φ D2φ) = (D1h D2h)

(

1 + g′(x − y) −g′(x − y)
1 0

)

Vi f̊ar att D1φ + D2φ = (1 + g′(x − y))D1h + D2h − g′(x − y)D1h =
D1h + D2h = 0 enligt antagandet.

8. I tetraedern gäller 0 ≤ z ≤ 1 − x − y. Dess projektion i xy-planet
är triangeln T : 0 ≤ y ≤ 1 − x, 0 ≤ x ≤ 1. Vi f̊ar

∫∫∫

K

ex+y+z dx dy dz =

∫∫

T

(

∫ 1−x−y

0

ex+y+z dz) dx dy =
∫∫

T

([ex+y+z]1−x−y
z=0 ) dx dy =

∫∫

T

(e − ex+y) dx dy =

e · arean av T −
∫ 1

0

(

∫ 1−x

0

ex+y dy)dx =
e

2
−

∫ 1

0

(e − ex) dx =
e − 2

2

9. De partiella derivatorna av f(x, y) = 2
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10. a) Vi bestämmer A:s egenvärden och egenvektorer.

det(A − λI) = det

(
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)

= λ2 − 49 − 242 = λ2 − 625.

Egenvärden är ±25. Egenvektorerna är lösningar till ekvationen

(A ± 25I)X = 0. För λ = 25 är koefficientmatrisen
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.

Lösningarna är X = t
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P T AP = D =
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b) För v =

(

3
4

)

gäller Av = 25v. Vidare är

A9v = A8(Av) = 25A8v = 252A7v = ... = 259v.

P̊a samma sätt är, om u =

(

−4
3

)

, A9u = −259u.

Svar: A9 har egenvärden ±259 (och samma egenvektorer som A).

11. En normal till planet är (1,−1, 2). En normal till ytan i en
punkt (x, y, z) är (8x, 8y,−2z) = 2(4x, 4y,−z) (förutom i origo där ytan,
en dubbelkon, har ingen tangentplan eller normal). Villkoret för att ytans
tangentplan är parallellt med planet är att normalerna är parallella dvs.
(4x, 4y,−z) = t(1,−1, 2) för n̊agot tal t 6= 0. Vi f̊ar 4x = t, 4y = −t och
−z = 2t. Eftersom (x, y, z) = (t/4,−t/4,−2t) är en punkt p̊a ytan, gäller
att 4t2 = 4(t2/16 + t2/16). Endast t = 0 uppfyller ekvationen.

Svar: Inga punkter p̊a ytan uppfyller villkoret.

12. Se Adams s. 968. Svar: 9πa2.

13. Origo är en kritisk punkt: De partiella derivatorna D1f(x, y) =
4x3 + 4axy2 och D2f(x, y) = 4ax2y + 4y3 är = 0 i origo.

a) Om a ≥ −1, x4 + 2ax2y2 + y4 ≥ (x2 − y2)2 ≥ 0 = f(0, 0). Funktionen
f har i origo en (lokal) minimipunkt.

b) Om a < −1, f(x, x) = (2a + 2)x4 < 0 och f(x, 0) = x4 > 0
för små värden av |x| (x 6= 0). Origo är en sadelpunkt.
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