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1. lim
x→0

ln (1 + x)− x
cos 3x− 1

= lim
x→0

x− x2/2 +O(x3)− x
1− (3x)2/2! +O(x4)− 1

=

lim
x→0

−x2/2 +O(x3)

−9x2/2 +O(x4)
= lim

x→0

−1/2 +O(x)

−9/2 +O(x2)
=
−1/2 + 0

−9/2 + 0
=

1

9
.

2. Skissera kurvan y = f(x) = arctanx+
1

1 + x
, x > −1:

f ′(x) =
1

1 + x2
− 1

(1 + x)2
=

(1 + x)2 − (1 + x2)

(1 + x2)(1 + x)2
=

2x

(1 + x2)(1 + x)2
.

Allts̊a f ′(x) < 0 för −1 < x ≤ 0, dvs f(x) är avtagande där,
och f ′(x) ≥ 0 för x ≥ 0, dvs f(x) är växande där.
Dessutom f(0) = 0 + 1 = 1 > 0.
Detta visar att f(x) ≥ 1 för alla x > −1.

Svar: f(x) har inga 0-ställen i intervallet x > −1.

3.

∫ 1

0

4x+ 2

x2 + 2x+ 2
dx =

∫ 1

0

2(2x+ 2)

x2 + 2x+ 2
dx−

∫ 1

0

2

(x+ 1)2 + 1
dx =

[
2 ln (x2 + 2x+ 2)

]1

0

−
[
2 arctan (x+ 1)

]1

0

=

2 ln 5− 2 ln 2− 2(arctan 2− π
4
) = 2 ln 5

2
− 2 arctan 2 + π

2
.

V.g. vänd!



4. Visa att ex(1− x) ≤ 1 för alla x.
Sätt g(x) = ex(1− x).
g′(x) = ex(1− x) + ex · (−1) = −xex.

Detta ger teckentabellen:
0

g(x) ↗ 1 ↘
g′(x) + 0 -

Tabellen visar att g(x) ≤ 1 för alla x. VSV.

5. Bestäm volymen av den rotationskropp som uppst̊ar d̊a ytan, definierad
av 0 ≤ y ≤ h(x) = x

√
ln (x+ 1), 0 ≤ x ≤ 1,

roterar omkring x-axeln.

V = π

∫ 1

0

x2 ln (x+ 1) dx =

π

[
x3

3
ln (x+ 1)

]1

0

− π

3

∫
x3

x+ 1
dx

π

3
ln 2− π

3

∫
x3 + 1− 1

x+ 1
dx =

π

3
ln 2− π

3

∫
(x2−x+1)dx+

∫ 1

0

dx

x+ 1
=

π

3
ln 2− π

3

[
x3

3
− x2

2
+ x− ln (x+ 1)

]1

0

=

π

3
ln 2− π

3
(
1

3
− 1

2
+ 1− ln 2− 0) =

2π

3
ln 2− 5π

18
.



6. Bestäm värdemängden ( dvs de värden funktionen antar) för funktionen

F (x) =
4 + x

2 + |x|
, −∞ < x <∞.

F (x) =

{
4+x
2−x , x < 0
4+x
2+x

, x ≥ 0
F ′(x) =

{
(2−x)−(4+x)(−1)

(2−x)2 = 6
(2−x)2 , x < 0

(2+x)−(4+x)
(2+x)2 = − 2

(2+x)2 , x ≥ 0

Dessutom: lim
x→−∞

F (x) = lim
x→−∞

4/x+ 1

2/x− 1
= −1.

lim
x→∞

F (x) = lim
x→∞

4/x+ 1

2/x+ 1
= 1,

Observera att F (x) är kontinuerlig överallt eftersom de ing̊aende funk-
tionerna är kontinuerliga och nämnaren är 6= 0.
Man f̊ar teckentabellen:

−∞ 0 ∞
F (x) → −1 ↗ 2 ↘ → 1
F ′(x) + -

Tabellen visar att värdemängden VF =]− 1, 2] dvs −1 < F (x) ≤ 2.

7.a Bestäm allmänna lösningen till differentialekvationen
y′′ − 2y′ − 3y = e−2x.

yH : Karakteristiska ekvationen r2 − 2r − 3 = 0 ger r = 1±
√

4.
r1 = −1, r2 = 3.

Man f̊ar yH = Ae−x +Be3x.

yP : Ansätt yP = ae−2x (ej resonans). Insättning ger:
a(−2)2e−2x − 2a(−2)e−2x − 3ae−2x = e−2x, 5ae−2x = e−2x dvs
a = 1/5

Allts̊a, yP =
e−2x

5
.

Svar:Allmänna lösningen y(x) = Ae−x +Be3x +
e−2x

5
.

V.g. vänd!



7.b Antag att en lösning i 7a uppfyller begynnelsevillkoren y(0) = b och
y′(0) = 0.
Bestäm b s̊a att lösningen blir begränsad.

För att lösningen skall vara begränsad fordras att B = 0 i allmänna
lösningen.

Lösningen måste allts̊a vara av typ y(x) = Ae−x +
e−2x

5
. Derivering

ger y′(x) = −Ae−x − 2

5
e−2x

Villkoren y(0) = b och y′(0) = 0 ger d̊a:
y(0) = A+ 1/5 = b och y′(0) = −A− 2/5 = 0.
Detta ger A = −2/5 och allts̊a b = −2/5 + 1/5 = −1/5.

8.a

∫ ∞
5

dx

x2 − 4x
=

∫ ∞
5

dx

x(x− 4)
=

∫ ∞
5

( 1/4

x− 4
− 1/4

x

)
dx =

=

[
1

4
ln |x− 4| − 1

4
ln |x|

]∞
5

=

[
1

4
ln
∣∣x− 4

x

∣∣]∞
5

=

= lim
x→∞

(
1

4
ln
∣∣1− 4/x

∣∣)− 1

4
ln

1

5
= 0 +

1

4
ln 5 =

ln 5

4
.

8.b Avgör om den generaliserade integralen I =

∫ ∞
5

dx

x2 + 4 sin x
är konvergent eller divergent.

I har en positiv integrand. Jämför med den konvergenta integralen

J =

∫ ∞
5

dx

x2
:

(Kvotregeln) lim
x→∞

(
1

x2 + 4 sin x

)/(
1

x2

)
=

lim
x→∞

1

1 + (4 sinx)/x2
= 1 6= 0.

Allts̊a är den generaliserade integralen I konvergent.

Alternativ (med användning av 8a.):

Eftersom 4 sin x > −4x för x > 0 gäller: 0 <
1

x2 + 4 sin x
<

1

x2 − 4x
.

Allts̊a är I konvergent eftersom integralen i 8.a är konvergent.



9.a Visa att 10n + 8 är jämnt delbart med 9 för n = 0, 1, 2, ... .
Induktionsbevis:
P (n) : 10n + 8 = 9k för n̊agot helt tal k ska visas för n = 0, 1, 2, ....
I. P (0) : 100 + 8 = 9 = 9k för k = 1. P (0) sant.

II. Antag P (m) : 10m + 8 = 9k gäller.
P (m+ 1) : 10m+1 + 8 = 9k1 ska visas.
VL i P (m + 1) = 10m+1 + 8 = 10m · 10 + 8 = (induktionsantagandet)
= 10(9k − 8) + 8 = 90k − 72 = 9(10k − 8) = 9k1 VSV.
Allts̊a gäller P (n) för n = 0, 1, 2, .....

Alternativ utan induktion: Ett tal är jämnt delbart med 9 om och
endast om talets siffersumma (i basen 10) är jämnt delbart med 9.
Men talen 10n + 8 är av typ 18, 108, 1008 osv. som alla har siffersum-
man 9.

b. Visa att n2 − 3 inte är jämnt delbart med 10 för n = 2, 3, 4, ...

Ett tals kvadrat slutar p̊a samma siffra som kvadraten p̊a dess sista
siffra gör.
Ex.vis slutar 11223342 p̊a siffran 6 eftersom 42 slutar p̊a 6.
Undersökning av 02, 12, ...92 visar att kvadrater kan sluta p̊a 0,1,4 ,5 ,
6 och 9. Allts̊a inte p̊a 2,3,7 och 8.
Men n2− 3 är jämnt delbart med 10 om och endast om n2 slutar p̊a 3,
vilket allts̊a är omöjligt. VSB.

10. Nej , det är inte nödvändigtvis sant att
d

dx
G(x) = O(xn−1)

Motexempel: L̊at G(x) definieras av att

G(x) =

{
x2 sin (1/x), x 6= 0

0, x = 0.

G(x) är av typ O(x2), eftersom sin (1/x) är begränsad.
G(x) är ocks̊a deriverbar överallt.
För x = 0 visas detta av:

G′(0) = lim
x→0

x2 sin (1/x)− 0

x
= lim

x→0
x sin (1/x) = 0 .

Men för x 6= 0 gäller G′(x) = 2x sin 1/x + x2(cos (1/x) · (−1/x2) =
2x sin 1/x− 2 cos (1/x),som är av typ O(1) = O(x0) och inte O(x).


