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1. Integrerar vi forst med avseende pa x, sedan y och sist z far vi
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2. Integranden dr 6verallt > 0, sa den generaliserade integralen dr antingen konvergent
eller divergerar mot +oo oberoende av hur R3 tomms ut. Vi byter till sfiriska
koordinater (1,6, ), véljer ett tal R > 0 och integrerar forst 6ver det begrénsade
omradet 22 +y% + 2?2 < R?, dvs r < R. Eftersom dazdydz = r?sin 6 drdfdy si far vi
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Da R — 400 sa vixer detta mot %7, som dérmed dr integralens viirde (och integralen
ar konvergent).

3. Integranden passar inte sa bra ihop med integrationsviigen (eftersom vi har
kombinationerna z? + y resp. z% + y?), s& vi undersoker mojligheten att byta
integrationsviig. Vi skriver integranden som Pdz + Qdy, dir P = 22 4+ 1,

z2+y
Q= leﬂl + 1. Den &r singulédr pa parabeln y = —22, som ligger i undre halvplanet plus
origo, men &r for 6vrigt kontinuerligt deriverbar. Vi finner att
0Q —2x oP

o e oy

dvs att differentialen Pdz + Qdy &r lokalt exakt Alltsa &r det tillatet att deformera
integrationsviigen si linge vi haller oss ovanfor parabeln y = —x2, alternativt kan vi
hitta en potential till faltet i detta omrade.

En ldmplig ny integrationsvig dr kurvan

Ly : y=1-—2?



fran (x,y) = (—1,0) till (1,0). Detta &r den singuldra parabeln upphissad en enhet och
vi har 2% + y = 1 lings L,y,. Dirmed fas, om vi viljer = som parameter lings Ly,

2x 1 2x 1
1)d 1) dy = 1)d 1)d
/L($2+y+)x+(x2+y+)y /Lny(x2+y+)x+(x2+y+)y

— /1 (2x 4+ 1)dx + (1 + 1)(—2z)dz = 2.
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Den som soker en potential och rdknar riatt kommer att finna
U=In(2*+y)+x+y+C,
vilket ger samma svar som ovan: U(1,0) — U(—1,0) = 2.

. Det #r praktiskt att gora substitutionen ¢ = z%. D4 har vi potensserien

i 3(n +1)%2"" = i ant"
n=1 n=1

i t. Konvergensradien R for denna &r

under forutsidttning att gransvirdet existerar. Vi har

jan] 3+ 1)%2" (41?2 (144)?
lan1|  3(n+2)22740 T 2(n+2)2 0 2(1+ 2)2

som konvergerar mot 1/2. Alltsa dr R = 1/2. For ¢t = £1/2 far vi serien

>0 1 3(n+ 1)?(£1)", som uppenbarligen divergerar (fermerna gr inte ens mot noll).

Alltsa ér konvergensméngden —1/2 <t < 1/2. Detta svarar mot z i intervallet

1 1
——<r < —.

V2 V2

. a) Vinkeln v = arccos a motsvarar vinkeln 6 i sfiriska koordinater. Denna vinkel &r
oppningsvinkeln i cirkelsektorn mellan (0,0,1) och en punkt pa randen OK. Sfarytans
radie r = 1. Avstandet R ldngs S kan berdknas som en baglingd

R=0r=v
b)
P =27p =2nrsinf = 2w sinv

dér p ar avstandet fran randkurvan till z-axeln.

¢) A=arean av K = omkrets - bredd = / 2msinf - df = 27r/ sin 0 df =
6=0 6=0 6=0
= 27(1 — cosv)
d)

P 27 sinv

2R 2v



A 2m(1 — cosv)

R? v?
Dessa uttryck beror av v, och ddrmed &ven av a. Uttrycken &r olika.

Genom t.ex. Maclaurin-utveckling kan man se att uttrycken blir lika och oberoende av

v endast i grinsen v — 0, dvs da kalotten gar mot en plan cirkel (vars radie gar mot
noll).

6. a) B har en vektorpotential eftersom divB =—-14+0+1=0.
Om vektorpotentialen skall ha formen A = (0, A,,0) sa maste foljande gélla:

0A 0A
B = (—IL’,O,2(E+Z) =rot A = % (% % - <_8—y’0?8—y)
0 A, 0 ® v
Detta motsvarar ekvationssystemet
— 8A?J
_.r P —_
d
{ 20+ 2z = %

Integration av forsta ekvationen med avseende pa z ger A, = vz + f(x,y), dér f &r en

godtycklig funktion av x och y. Derivering av detta m.a.p. = ger % =z+ %,

vilket kan sdttas in i den andra ekvationen. Da far vi % = 2x, vilket genom
integration ger f(x,y) = 2%+ g(y). Vi har inga ytterligare krav, varfor vi kan vilja
funktionen g sa enkel som mojligt, t.ex. g(y) = 0. D& har vi alltsa visat att

A=(0,4,,0) = (0,22 + 2°,0)

ar en vektorpotential till det givna vektorfaltet B.

b) Om B har en vektorpotential sa att B = rot A, sa far vi:
fj B -fdo = jf rot A - ndo = {Stokes' sats} = ¢ A -dr
5 < a8

Ytintegralen kan bero endast av randen eftersom det blir en kurvintegral.

Den givna ytan har randkurvan
0S: 22 +y* =1, z=1

Omloppsriktningen &r positiv eftersom n, > 0. Integralen blir:

jB-ﬁ,daz Adr={r=1}= (0,2 + 22,0) - dr =
S a5 z24y2=1

= {parametrisera med ¢, dr = d(cos,siny,0) = (—sinp,cose,0)dp} =
27 27
= cos @ + cos® p) cos pdp = cos’p+cosp)dp =T +0=m
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7. De nya basvektorerna e; = ar parallella med respektive derivata



Ortogonalitet kraver att skaldrprodukterna mellan dessa dr noll, vilket ger
b=c=0
och 9 9
8_28_11: = 4dauv + 4uv = 0,
vilket innebdr a = —1.

Med dessa viarden pa konstanterna far vi
s Cu20) (w00
Y VAT 42 Va2
e = % _ (_2U72u70) _ (_U7U70>

B |% VA A VuR F 2
or

é, = 22 =(0,0,1)

g
Vektorfiltet A med de nya variablerna men med kartesiska basvektorer ar
A = (z,9,32) = (u® — v*, 2uv, 3w)
De respektive komponenterna av A i den nya basen bildas med skaldrprodukter

0 3 _ 2 2 2
A=A &, = —v*2uv,3w) - (v, v,0) _ Wt ew = uvu? + v?
N u? + v?

—v,u,0)  v3—uPv+ 2uv
A, =A-e, = (u*—v% 2uw, 3w ( v oY _ = vVu? + v?
( ) Vu? +v? u? +v?
Ay =A-&, = (u’—v? 2uv,3w) - (0,0,1) = 3w

. Vi vill anvinda konstanta basvektorer eftersom integralen &r vektorvird. Ytan ar
lamplig att parametrisera med de sfiriska koordinaterna 6 och .

Basvektorn &y kan uttryckas i de kartesiska basvektorerna

or
10 10
ég =90 = — T _ (rsinf cos @, rsinfsin p, rcos ) = (cosf cos p, cos fsin p, — sin 6)

1% he 90 T 00

Ytelementet pa en sfiryta dr do = rsinfdy - rdf = r?sin 6 dp d6.

Den sokta ytan S fas for féljande véirden:

r=1, 0:0—-7n/2, ¢:0—7m/2

Nu kan vi integrera

w/2 pw/2
ffégdU:/ / (cosfcospé, + cosfsinpé, —sinfé,)sinfdpdd =
g 0=0 J =0

w/2 w/2 /2 w/2
—éx/ cos@sin@d@/ cos<pdgo+éy/ cosHsinQd@/ sin pdp +
0 0 0 0

w/2 w/2
—éz/ sinQQdG/ dp =
0 0



