LEKTION 03-11

REKURSION

En talfoljd kan defineras genom att man anger en explicit formel. Till exempel betrakta
sekvensen
{an = nZ}nEN

Men det ar mycket vanligt att talfoljden defineras via en rekursions formula. Det
betyder att man anger hur varje element kan berdknas ur den foregaende element. Ett
exempel ar:

ap =0p—1+2n—1forn>1ochay=0
ap = 0 kallas begynnelsevirde.
Detta anger féljden {0,1,4,9,16,...}.
Man kan ha mer komplicerade rekursion formuler. Fibonacciféljden ar ett exempel pa
foljd dar man behover tva foregaende element fi att berdkna den foljande element:

F, = Fo1+ Fho n=>2

F1 = 1
F() =0
INDUKTION

Vi ska anvinda symboler ) och II pa féljande sitt.
[ Z?:l S; =81+ ...+ 8
o I 5, =51-...- 5.

Ezxempel.

n
S 2 =14449+16+...+n?
i=1
Vi har att
e Om n =1 da blir summan 1 = %’
2(1+2)(2-2+1)

3(1+§)(2-3+1’)
- -

e Om n = 2 da blir summan 5 =

e Om n = 3 da blir summan 14 =
1
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Hur kan man visa att:

galler for n > 17

n(l+n)(2-n+1)
ZZ - 6

Nér vi vill visa att en sats P(n) géller f6r alla naturliga tal n > a &r det ofta bra att
anvanda INDUKTIONSPRINCIPEN:

(1) visa P(a) géller, dvs visa att satsen dr sant for n = a. Detta kallas bassteget.
(2) Antag P(n) géller for n < k och visa P(k + 1), dvs antag att satsen &r sant for
n < k och visa sedan den for n =k +1

Né&r man har verifierat steg (1) och (2) har man , enligt induktions pricipen, visat satsen
galler for alla n > a.
BEVIS: Vi ska bevisa att Y i% = 2@ g5, > .

(1) Detta &r sant for n = 1 (vi berdknade det).
(2) Antag att

n(1 )(2- 1
Zz = +né nt )géllerférngk
Vi ska visa att
kiiiQ: (k+ DA +k+1)2- (k+1)+1) _ (k+1)(k+2)(2k+3)
. 6 6
i=1
Vi har att:

k+1

Zz —Zz—i—k-l—l k(1+k)§'k+1)+(l~c+1)2

Och da
K, A+REQ E+1)+6(k+1)]  (1+k)(2k2+Tk+6)
;7’ - 6 - 6 -

_ k104 E+ D2 (k+1)+1)

(@)

Sa, enligt induktionsprincipen géller > | i = w for alla n > 1.

Ezempel: Beviset av en del av valordningspricipen.

Vi vill visa att alla icke-tomma &ndliga delméngder B av Z™ innehaller ett minsta
element.

Vi ska visa den med hélp av induktion pa kardinaliteten av delmégden.

(1) Om |B| = 0 det finns ingenting att visa, sa satsen dr sant.
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(2) Antag att satsen dr sant for varje delmingd B med kardinaliteten < k. Vi ska
visa att satsen dr sant for varje B med |B| = k + 1. Betrakta en delméngd
B = {ay,...,ax41}. Enligt induktionsantagandet har delméngden {as, ..., ax} ett
minsta element m. Om m < agy1 sa ar m det minsta element av B. Annars ar
ax+1 < m som betyder att a1 ar det minsta element av B.

Ezempel. Visa att n* > Tn + 1 for allan > 8.

(1) Satsen &r sant for n = 8 eftersom 64 > 56 + 1.

(2) Antag n? > Tn + 1 for allan < k. Vi ska visa att (k +1)> > 7(k+ 1) + 1. P&
grund av induktionsantagandet &r (k+1)? = k* + 2k +1 > 7Tk + 1+ 2k + 1. D&
2k-6har vi att (k+1)2 > 7(k+1)+1+ (2k—6) > 7(k+ 1) + 1 eftersom k£ > 8
galler 2k — 6 > 0.

Ezempel. Visa att 6 ar en delare till alla heltal pa formen 8" — 2", for n € Z™.

(1) Satsen &r sant for n = 1 eftersom 6|8 — 2.
(2) Antag att 68" — 2" for alla n < k. Vi ska visa att 6/8%T! — 2+ P3 grund av
induktionsantagandet ar 8¢ — 2F = 6h dar h € Z. Det foljer att:

g+l = 8.8% = 8(2" +-6h) = (2+6)(2F +6h) = 2(2F +6h) +6(2F +6h) = 2" +-6(18h+2")
S3 8FF1 — 2k+1 — 6(18h + 2F) som betyder att 6|8FF1 — 2F+1

OVNING

(1) Rékna upp elementen av Fibonaccif6ljden.
(2) Visa, med hjélp av induktion, att n! > 2™ for n > 4.
(3) Visa att

2n—1

Z(?i +1) = 3n® for allan € Z*

i=n



