LEKTION 03-17

Idag gar vi genom de sa kallade icke ordnade urval
Vi borjar med lite terminologi:

Definition 0.1. En kombination av k objekt utvald fran n olika objekt &r ett urval, utan
hansyn till ordning och utan uprrepning, av k objekt fran n olika objekt.
Notera att nidr man ska véilja 2 element bland A, B, C' finns det tva alternativ:

e med hénsyn till ordning, i.e val (A, B) &r inte samma val som (B, A).
e med ingen hinsyn till ordning, i.e val (A4, B) och (B, A) tdnkas som samma val.

Symbolen K (n, k) betecknar antalet kombination av &k objekt utvald fran n olika objekt.
Det dr klart att man skulle tro att K(n,r) < P(n,r).

Till exempel:
P(3,2) = |{AB,BA,AC,CA,BC,CB}| =6

K(3,2) = |{AB,AC,BC}| =3
Notera att om vi multiplicera med antalet sitt att ordna upp tva element far vi:
3-21=6

Sa vi ska multiplicera varje kombination av k£ element bland n element med antal
permutationer av k element for att fa P(n, k):

n!
K k=P =
(k) k1= Plnk) = "
V1 ser att:
K(n k) = n!
(k) = = h)

K (n, k) kallas binomial koefficienten och beteknas med (7)

Ezempel
e Antalet kombinationer av 0 element ur n element ar:
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e Antalet kombinationer av n element ur n element ar:

()=

e Antalet kombinationer av n — 1 element ur n element ar:
(")
=n
n—1

e En student skall basvara 7 av 10 givna fragor , vid en tantamen. Pa hur manga
satt kan hun valja ut dessa?
Vi ser att studenten kan vélja utan ordning och sdkert utan upprepning. Sa

svaret ar: |
10 10!

= =12

( 7) 3.7 0

e Antag att fragorna ar uppdelade i tva grupper av fem. Exakt tre fagor fran den
forsta gruppen skall besvaras, och darmed fyra fran den andra.
Studenten ska valja forst tre fran forsta gruppen och sedan fyra fran andra. Sa
enligt multiplications principen det finns

50

manga satt man kan valja ut.
e Antag nu att minst tre fragor fran den forsta gruppen skall besvaras.
Man kan vilja exakt 3 fragor fran den forsta gruppen och darmed 4 fran andra,
eller exakt 4 fragor fran den forsta gruppen och darmed 3 fran andra eller exakt
5 fragor fran den forsta gruppen och déarmed 2 fran andra.
Enligt additions principen det finns

(5 @)+ () () + () () =sowsor 0=

manga siatt man kan valja ut.

Ezempel.

Ezempel. Bestam antalet delméngder med & element till en mangd med n element.
For att bilda en delmangd med £ element ska man valja &k element av n, utan upprepning
och utan ordning. Faktisk har vi att:

{a17 ag, ..., ak} = {CL3, A2y A1y «euy a’k)}
Sa det finns (Z) delméingder med £ element till en mangd med n element.
Notera att nar k£ = 0 formulan sager att det finns ( " ) delmangd med 0 element, den

0=1
tomma delmangden.
Vi ska nu bevisa tva mycket viktiga identiteter:
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(1) Heltal (}) ger hur ménga delméngder med k element finns till en méngd med n
element. Men varje gangen vi viljer ut en delmidngd med £ element definerar vi
ocksa en delméingd med n — k element, ndmlingen de som vi lamnar kvar. Det
betyder att det finns lika manga delméngder med & element som med n—k element.

(2) Heltal (";’1) ger hur manga delméngder med k element finns till en mingd med
n + 1 element. Lat A vara en mangd med n + 1 element och z € A. Vi kan tanka
pa antal delméngder med k element som:

(Antal delméngder som innehaller ) + ( Antal delméngder som inte innehaller z)

En delmangd som innehaller x kan bildas genom att valja k — 1 element av n
element, sa pa (kfl) manga sitt.
En delméangd som inte innehaller x kan bildas genom att vilja k£ element av n

element, sa pa (Z) manga sétt.

Som ett f6ljd av (2) kan man “gruppera” binomial koeficienter i den sa kallade Pascal
triangle. Se sidan 120 i boken.

()« ()= () ==

Heltal 2" beraknar antal delméangder till en mangd men n ellemnt. Heltal (’Z) beraknar
avtal delméangder med ¢ element till en méngd men n ellemnt. Formulan ar alltsa klar!

Example. Visa att:

Ovning. Bestam antal ord av lengd n i alfabetet {0, 1} med exakt r nollor.
Vi anvianda ord binomial koefficienter pa grund av foljande stas:
SATS. Det galler att for n > 1,

(z+y)" = zn: (Z) a" ky*

k=0

Bewis. Det ir klart att (z+y)" bestar av antal termer pa formen 2z *y* med k varierande
fran 0 till n. Vi ska visa att for ett fixt & det finns precis (}) termer pa formen z"Fy*.
Vi far ett term pa formen z™ *y* nir vi tar y exakt k ganger (av n). Antal sitt att vilja

k ganger y ar (Z)
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Ezempel. Bestam den kostanta termen i
1
(2t4 + 2)10
Enligt binomialsatsen ar:
10 10
1 10 1 10
ot 4 210 — o)1k = _ 910—k 4405k
=3 () et =30 ()
k=0 k=0
Vi far termen innehallande t° d& 40 — 5k = 0, dvs da k = 8.
Det foljer att kostanta termen &r (180) 22 =45 -4 = 180.

Nu ska vi handla om problemet att vilja ut k£ objekt fran n objekt, UTAN hensyn till
ordning och MED upprepning tillatet. Det har ar det svaraste av de fyra fallen.

Lat, for varje ¢ = 1,2, ..., n, talet x; beteckna antalet ganger objekt num. 7 valjes. Da
det maste vara:

T+ T+ ... +x,=kdarz; > 0,i=1,...,n

Sa vi ska bestdmma antalet icke-negativa heltalosning till ekvationen.

Svaret ar :
n+k—1
k

Beuvis. Antag att vi har r stycken identiska objekt och vill placera den i n olika lador. Pa
hur manga satt kan man gora det? Om talet z; betecknar antalet objekt som laggs i lada
nummer ¢ svaret ar igen antalet icke-negativa heltalosning till ekvationen:

T+ 29+ ... +x, =K.
En placering av r stycken identiska objekt o i n olika lador kan beskrivas som:

lada 1 lada 2

Sa vi ska berdkna antal permutationer av (n — 1 + k) objekt ((n — 1) stycken | och k
stycker o). Men antal permutaioner mellam r stycken e och antal permutationer mella
(n — 1) stycken | ger samma placeringen.

Sa totalt har vi
(n—1+k)! (n-1+k
(n—1)k! k

Vi har ocksa bevisat att: Antalet sdtt att placera r stycken identiska objekt i n olika

lador ar:
(n—14+k)! (n—-1+k
(n—1k k
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Ezxempel Bestam antalet heltalslosningar till:
.’131+332+.’173+$4:32

sadan att x1,21 > 5 och z3,24 > 7.

Lat y1 =21 — b,y =29 — b, y3 =21 — 7,y4s = x4 — 7. Vi ser att
YN+ Yo+ Ys+Ys =21+ T+ Ty + Ty — (10+14) =38
Vi ska hitta alla icke-negativa heltalslosningar till

Y1 +Yo +ys+ys =38
Svaret ar (8+§_1) = 165.

Exempel. Hur manga tal kan man bilda av siffrorna 1,2,...,9 on varje siffra bara far
anvandas en gang och siffrorna skall komma i stotleksording? Exempel pa tillatna tal ar
7,235,45789.

Betrakta méngden {1,2,...,9}. Varje icke-tomma delméngd definerar ett tal dar varje
siffra bara anvindas en gang och siffrorna skall komma i stotleksording. Till exempel:
delméngden {1,4,6} definerar 146.

S4 svaret dr 29 — 1.

Ezxempel. Visa att (222)! ar ett heltal.
Heltal (2n)! berdknar antalet permutationer av 2n element. Betrakta den 2n objekt

a1a10202...0, 0y,

Eftersom vi har tva stycken a; for varje ¢ = 1, ..., n, berdknar (2271)! antal arrangemang av

denna element. Sa den ar svaren till “hur manga arrangemang finns det av elementen

G1, 01,02, A2, ..., Gy, G, . Det foljer att (222)! maste vara ett heltal.




