Institutionen for Matematik
KTH

Losningsforslag till
Tentamen i Analytiska metoder och linjir algebra 1

for M, BD, P och T (kurskod 5B1132) samt IT (kurskod 5B1140)
Den 15 april 2004 kl 14.00-19.00

1. Hur manga losningar har nedanstaende ekvationssystem?
2r+y+z2=4
r+y+2z2=3
ox —y — 8z =2

Losning: Vi byter plats pa forsta och andra raden, skriver ekvationssystemet pa
matrisform och anvinder Gausselimination. Vi far:

11 2 3 1 1 2 3 112 3
2 1 1 41 ~10 -1 -3 -2|~(013 2],
5 -1 -8 2 0 —6 —18 —13 000 —1
dér vi ser att 16sning saknas, eftersom sista raden innebér kravet att 0 = —1, vilket

inte kan vara sant for nagot val av z, vy, z.

Svar: Systemet har inga 16sningar.

2. Bestédm en ekvation for det plan som innehaller punkten (1,2, 3) och linjen
p(t) = (14t 1+t —t).

1
Losning: Linjens riktningsvektor | 1 | ska vara parallell med planet liksom vektorn
-1

mellan punkten (1,1,0) och punkten (1,2,3). Vektorprodukten mellan dessa

w = o

bada vektorer ger alltsa en normalvektor n fér planet:



Planets ekvation blir alltsa —4z + 3y — z + d = 0 for nagot tal d och om ekvationen
ska vara uppfylld da (z,y,z) = (1,1,0) maste vi ta d = 1. Planets ekvation blir
alltsa —4x +3y —2+1=0.

Svar: —4xr +3y —z+1=0.

3. Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan y = (z + 1)e¥**" i punkten
(0,1).

Losning: Vi deriverar och far att

Y () = ™3 4 (2 + 1)e¥m3*3 cos 3,
vilket ger att y’(0)=4. Tangentens ekvation blir alltsa y — 1 = 4(z — 0) det vill sidga
y=4x + 1.
Svar: y = 4x + 1

4.  Bestdm den l6sning y(z) till differentialekvationen y” + 4y’ + 4y = 8z som
uppfyller att y(0) = —2 och y/(0) = 4.

Losning: Den allménna 16sningen till differentialekvationen fas som y;, + y, dér yp,
dr allménna losningen till motsvarande homogena ekvation och y, dr nagon parti-
kulérlosning till den aktuella ekvationen.

Forst soks yp,, dvs losningen till y” + 4y’ + 4y = 0. Karaktéaristiska ekvationen
r? + 4r + 4 = 0 har den enda 16sningen r = —2, varfor y, = (Az + B)e %", dir A
och B &r godtyckliga reella tal.

Sedan ansitts en partikuldrlosning: y, = cz + d som har derivatan y, = ¢ och
andraderivatan y; = 0. Vi ser att y + 4y, + 4y, = 8z om och endast om 4c+4(cx +
d) = 8z dvs om och endast om ¢ = 2 och d = —2. Vi far alltsa en partikuldrlosning
Yp = 20 — 2.

Den allménna 16sningen till den givna ekvationen #r alltsa y(x) = (Ax + B)e™* +
2x — 2 dar vi nu ska bestaimma A och B sa att de ovriga villkoren blir uppfyllda.
Villkoret att y(0) = —2 betyder att B — 2 = —2 dvs att B = 0. Inséttning av detta
i uttrycket for y och derivering ger y/(x) = Ae™* — 2Aze™® + 2 53 ¢/(0) = 4 om
och endast om A = 2. Den sokta funktionen #r alltsa y(x) = 2ze™** + 2z — 2.



Svar: y(x) = 2ze % + 22 — 2.

3 Tx
5. Berdkna integralen / —dx.

Losning: Vi partialbraksuppdelar integranden. Forst ser vi att
2?24+ 5x — 6 = (z — 1)(z + 6), sa vi soker tal A och B sadana att

Tx A B
@—1(@+6) 2-1 246
Om vi gor likndmigt i hogerledet och jamfor koefficienterna i polynomen i téljarna
far vi ekvationssystemet A+ B =7, 6A — B = 0 med l6sning A = 1, B = 6. Dérfor
ar

Tx 1 6

+ )
(x—1)(z+6) z—1 x+6
och om vi sétter in detta i var integral far vi

/377mdx—/3 L + 0 dx
s 22452 -6 Jy \oe—1 z+6

=[n(x—1)+6In(z+6)]
=1n2+6In9 —61n8

9
=In2+6In-.
n2-+ n8

Svar: In2 + 61n%.

6. Du far veta foljande om en reellvéird funktion f av en reell variabel. Kurvan
y = f(z) gar igenom punkten (1,7) och tangenten till kurvan i denna punkt
har riktningskoefficient 7. Dessutom &r f deriverbar hur manga ganger som
helst pa hela z-axeln och f”(1) = —4. Berékna

lim 7f($) —

z—1 (JI — 1)2 ’

Losning: Vi Taylorutvecklar och far f(z) =74 7(x — 1) — 2(z — 1) + O((x — 1)3).
Dérfor ar



— — —1)? —1)3 — —
lim f(x) =Tz lim 2(x = 1)+ O((x — 1)%) — tim 2+0((x—1)) Y
r—1 (;U — 1)2 z—1 (a’,‘ — 1) z—1 1
Svar: —2.
7. Bestdm vérdeméngden till funktionen f(z) = S
x4+ 1

Losning: Eftersom uttrycket under rottecknet ar positivt for alla x sa dr defini-
tionsméangden till den hér funktionen hela reella axeln. Vi deriverar och far att

4 . 43
P P kbt N Sk
zt 41 zt 4+ 1(zt + 1)
som existerar for alla x. Lokala extrempunkter kan darfor bara finnas dar derivatan
ar noll. Vi ser att f'(x) = 0 om och endast om z = 1 eller z = —1. Vi ser vidare

att f'(x) < 0 ndr x < —1, vilket betyder att f &r avtagande dar, och f'(x) > 0
nir —1 < x < 1, vilket betyder att f ar vixande dar, och f'(x) < 0 nir z > 1
vilket betyder att f ar avtagande dér. Eftersom lim, 4., f(z) = 0 sa ar funktionens
storsta virde f(1) = 1/4/2 och funktionens minsta virde f(—1) = —1/4/2 och
eftersom funktionen &r kontinuerlig och definitionsméngden sammanhéingande sa
tas ocksa alla viarden déremellan.

Svar: Vardeméngden &r alla x sadana att — <z<

-
-

8.  En matris X som uppfyller att AX = E, dar F &r enhetsmatrisen i nagot
format, brukar kallas en hogerinvers till matrisen A. Finn, om sa dr mojligt,

. . . 1 11
en hogerinvers till matrisen (2 0 2>.

Losning: Om matrismultiplikationen AX ska vara definierad och resultera i en

a b
kvadratisk matris, sa maste X vara en 3 x 2-matris, dvs ha utseendet | c¢ d
e f

for nagra tal a, b, c,d, e, f. Dessa tal maste uppfylla ekvationssystemet



at+c+e=1

b+d+ f=0
2a+2e=0
2b+2f =1

Vi ser direkt (eller genom att anvinda Gausselimination) att detta system har
oandligt manga 16sningar och att en av dessa l6sningar d&r a = 0,0 = 1,¢ = 1,d =

0 1
—1/2,e =0, f = —1/2. En hogerinvers ar alltsa [ 1 —1/2
0 —1/2
0 1
Svar: [ 1 —1/2
0 —1/2

9.  Bestdm en ekvation for normalen till kurvan
1+ arctan (zy —2) = e* * + 5Inx
i punkten (z,y) = (1, 2).

Losning: Vi deriverar ekvationen implicit med avseende pa x och far

Y+ zy y—de s | O
_ v 9 2

1+ (xy —2)? ‘ vt
vilket i den aktuella punkten (1,2) betyder att

244/(1) =2/(1) + 5.

1
Med andra ord &r y/(1) = —3. Normalens ekvation blir da y — 2 = g(x — 1) dvs
1 5

Ve dx

2+ 29) ar konvergent.

10.  Avgor om integralen /
0

Losning: Integralen &r generaliserad bade i 0 och i co. Vi har att

/°° Vad _/1 Vadr +/°° Vadr

(14 22) (14 22) (14 22)



och for konvergens krivs att bada dessa senare integraler dr konvergenta. Observera
att integranden &r positiv pa (0,00). Nu &r

U Jrde Udx
| 75 < [ S5 - impyall = mevi—2v0) =2

sa den forsta &r i alla fall konvergent. For den andra géller att

> d < d
/1 % < /1 N +a:x2 = rlirglo[arctan z]] = Tli_)rgj(arctanr—arctan 1) = g—% = %

sa den andra ar ocksa konvergent. Alltsa ar den givna integralen konvergent.
Svar: Konvergent



