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1. OM INTEGRALER

1.1. Primitiva funktioner. Vi har sett tidigare att vissa funktioner, f(x), har primitiva funktio-
ner, dvs en funktion, F'(x), vars derivata F'(z) = f(z). Om F(z) dr en primitiv funktion dr
F(z) + C ocksa en primitiv funktion for alla konstanter C, eftersom derivatan av en konstant
alltid 4r noll.

Exempel. Om vi ser pa en cirkuldr kon med bottenradie R och hojd H kan vi se pa volymen av
den delkon som har hojd « som en funktion V' (z).

Il

vy g V(e +h)=V(x)
Vi(z) = Jim h '

Om vi deriverar funktionen V' (z) far vi
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Vi kan tolka V' (z + h) — V(x) som volymen av en skiva med tjocklek A. Om A(z) dr konens
tvirsnittsarea pa avstand x fran toppen far vi att

A(x)h <V(z+h) —V(z) < A(x + h)h
och didrmed ir

Az) <

V(z+h)—V(x)
. < Az + h).

Nir vi later A > 0 krympa mot noll fér vi att

vy V(z+h)=V(x)
Vi) = lim h

A(x) = = (%)2

maste vi leta efter en primitiv funktion till z2. Vi vet att vi f&r 322 nir vi deriverar 22, och dirmed
far vi 2 ndr vi deriverar 3 /3. Enligt vara utrikningar dr V' (z) en primitiv funktion till

= A(z).

Eftersom vi nu vet att

R2
A(.’II) = Wﬁﬂ?
och alltsa maéste
R? 23
Vit)=7m——+C
@) =3+

for nagon konstant C. Nu vet vi ocksa att V' (0) = 0, vilket ger C = 0 och vi fér hela konens
volym som
R*H® 7#R?’H
Hy=rn——-= :
VIH) =53 3

1.2. Integraler. Om vi har en funktion f(z) med en primitiv funktion F'(z) kan vi lata

/ f(x) dz = F(b) — F(a)

och vi kan tolka detta uttryck som arean mellan grafen for f(z) pa intervallet « < z < b och
x-axeln. Vi skriver ofta ocksé

| #@)dz = (@) = P - Fl@

Exempel. Vi har enligt ovan att 3 /3 #r en primitiv funktion till z? och dirmed

Tolkningen av detta som en areaberikning ger att arean av omradet mellan x-axeln och kurvan
y = x2 pé intervallet 0 < x < 1 4r 1/3.
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1.3. Rotationsvolymer. Om vi ser tillbaka pa exemplet med konen ser vi att vi egentligen inte
anvint oss av att det dr friga om en cirkulidr kon annat dn nér vi har beréknat A(x). Vi far i vilket
fall som helst att

V'(z) = A(z)

ddr A(x) &r tvdrsnittsarean pa avstand z fran toppen. Vi har dérfor att

Om vi istéllet hade haft en rotationskropp som fas genom att rotera en kurva y = f(z) runt
z-axeln, hade tvérsnittsarean varit given av

Ax) = nf(a)?

och volymen blir
H
V(H) = / 7f(z)? dx.
0

Om vi exempelvis ser ett klot som att kurvan y = 1/r? — z2 roterar kring x-axeln pa intervallet
—r < g <rfarvi

T r 3 r
Vv :/ 7r(\/r2_x2)2dx:/ W(Tz—xg)dxzﬂ[xrz—%}
:7r7"3—7rﬁ —7T(—7“3)+7r(_r)3 :W37"3—7“3+37“3 — 73 _ 47rp3

1.4. Differenser och summor. Vi kan jamfora sambandet mellan derivata och integral med
sambandet mellan differenser och summor. Om vi har en f6ljd av tal, exempelvis

0,1,3,6,9,12,15,18,21, 24

kan vi bilda differenser, eller skillnader, genom1 —0=1,3 —-1=2,6 — 3 = 3, osv och far en
ny foljd

1,2,3,3,3,3,3,3,3

Hir ar det klart att om vi kommer ihag det forsta talet i den forsta foljden, och sedan bara diffe-
renserna, kan vi fa tillbaka hela den forsta foljden genom att summera:

1=1, 1+2=3, 1+424+3=6, 1+24343=9, 14+2+3+3+3=12,...

Ritar vi upp det med rutor far vi

Vi kan nu tolka den forsta foljden som antalet rutor till vianster om en viss linje.
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2. PARTIELL INTEGRATION

Det finns inga metoder som alltid fungerar for att finna primitiva funktioner, eller till att
berdkna bestdmda integraler. Daremot finns nagra tekniker som kan anvindas for att i de fall
det gar omforma problemet till ett enklare problem.

Ett sadant dr partiell integration, som ir ett slags omvindning av produktregeln vid derivering.
Som vi vet dr derivatan av en produkt, h(x) = f(z)g(x), given av

W(z) = f'(z)g(z) + f(2)g'(z)
Om vi nu stér infor att finna en primitiv funktion till en produkt f(z)g(x) och redan kinner en
primitiv funktoin, F'(X), till f(z) kan vi férsoka vinda pa sambandet och fa

f(z)g(z) = F(z)g(z) = (F(z)g(x)) — F(z)g'(z)
Eftersom vi nu ser att F'(X)g(x) dr en primitiv funktion till den forsta termen kan vi finna en
primitiv funktion till f(z)g(X) om vi ocksa kan finna en primitiv funktion till F'(z)g¢'(z). Var
forhoppning ér att detta problem i nigon mening #r ldttare dn det ursprungliga.

Exempel. Om vi ir intresserade av att beridkna

T
/ rsinz dz
0

kan vi forst finna en primitiv funktion till sin x, som ges av — cos z, och ddrmed fa
/ zsinzdr = [z(—cosz)|f — / 1-(—cosz)dz
0 0
=7(—(-1)) —0-(-1)+ [sinz]j =7+ 0—-0=m.
Hir blev det senare problemet enklare for att funktionen inte lingre dr en produkt av ett polynom
med en trigonometrisk funktion utan en ren trigonometrisk funktion vars primitiva funktion vi vél
kinde till. Sa behover det inte alltid bli pa en géng. Ibland kan man behdva upprepa proceduren

flera ganger.
1
/ xe dx
0

1
/x2e_zdx
0

2 .
/ r°sinx dx

™
7T
/ z? cosz dx
0

Ovning 2.1. Berdkna integralerna

och

med hjdlp av partiell integration.

Ovning 2.2. Berdkna integralerna

o

och

med hjdlp av partiell integration.
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2.1. Variabelbyte. Vi har sett att man ibland kan anvidnda produktregeln bakldnges och fa en
metod for att integrera en produkt. P4 samma sétt kan vi ibland anvinda kedjeregeln baklidnges
for att integrera en sammansatt funktion.

Antag att vi vill integrera utfora en integral dr integranden skulle se léttare ut om vi uttryckte
den oberoende variabeln x som en funktion i en annan variabel ¢, dvs = = g(t). Vi behover da se
hur kejderegeln skulle kunna anviandas. Om nu F'(z) var en primitiv funktion till f(z) skulle vi
ha att

(F(g(t)) = F'(g(1)g'(t) = f(g(t))g'(t)
Om vi ivll anvédnda detta kan vi integrera bada sidor och far da
FO) - Fla) = [ fw)ds= [ (Flo)yde= [ Flo0)g 0 de

Det betyder att vi kan téinka oss att vi har gjor foljande foridndringar

z =g(t)
de = g'(t)dt
a =g(c)
b = g(d)

Exempel. For att beridkna
/ xVr? —x?dx
a

for positiva virden pa a kan det vara intressant att gora variabelbytet

x=Vr2—1t2.
Nar vi deriverar v/r? — 2 far vi
—2t
21?2 — 12
och ddrmed leder variabelbytet till
x =g(t) =vr?—t?
dex = g'(t)dt = —t/v/r?2 —t2dt
o =g(ViT=@)
r =g(0)
vilket gor att
T 0 _t
/erQ—:chac :/ r2 —t2 .t ———dt
a vit—a? r?— ¢
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Vi kan ocksa gora variabelbytet « = v/t och far da

T =g(t) =Vt
de =g'(t)dt =1/(2V/1) dt
a =g(a?)
ro=g(r’)
vilket ger
2 2
T T 1 T 1
/x\/r2—$2dx = \/?_f\/TQ—t—dtZ/ —(r2 =) 2 dt
a a2 2\/1_; a2
1-2 5 spl _ 1.2 2
=|=—(r*—t =—(r?— )
-] =50 -a)

Ovning 2.3. Anviind variabelbytet x = sint for att berckna integralerna

/1 vV :
——dx
0 1—.T2
och

1
/ vV1—122dzx.
0

Ovning 2.4. Anviind variabelbytet t = sin x for att beriikna integralerna

w/2
/ cos® x dx
0

/2
/ cos® z dz.
0

Ovning 2.5. Anviind variabelbytet t = € for att berdikna integralen

’/T/2 em
/ z dx.
0 1 + e*

och




