KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag med bedémningskriterier till kontrollskrivning 3

Uppgift

Betrakta funktionen )
sinx — cosx

flo) =
a) Formulera regeln for derivering av en kvot och anvidnd den for att berdkna derivatan
av f(x). Forenkla uttrycket sa langt som maojligt. (3)

b) Skissera grafen for f(x) pa intervallet 0 < z < 7 och bestdm maximum och minimum
av f(x) pa samma intervall. (4)

¢) Funktionen y = f(z) &r 16sningen till en differentialekvation
y" +ay +b=0.

Bestdm konstanterna a och b. (2)

Losningsforslag

Deriveringsregeln for en kvot séger att om f(z) = g(x)/h(z) och g(x) och h(z) ar deriver-
bara sa dr f(z) deriverbar med derivata

g'(x)h(x) — g(x)h' (z)
h(x)? '

f'(x) =

I vart fall har vi g(x) = sin(x) — cos(x) och h(x) = e*. Eftersom bada dessa dr deriverbara
med ¢'(z) = cos(z) + sinx och h'(x) = €* far vi
(cosz +sinz)(e”) — (sinz — cosx)(e”)  2cosx

! . o p—
fx) = o2 = 2e " cos .

b) For att finna maximum och minimum pa intervallet undersoker vi intervallets &ndpunkter
och nollstéllena hos derivatan f'(x). For = 0 far vi

f(0) = (sin0 — cos0)/e” = (0 —1)/1 = —1.
For x = 7 far vi
f(m)=(sinm —cosm)/e" = (0 —(=1))e " =e .
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Nollstéllena for derivatan f’(x) ges enligt a) losningarna till ekvationen
2¢ " cosx =0

Eftersom e~* aldrig kan vara noll, och cosz = 0 precis for z = 7/2 i intervallet 0 < x <
far vi att det enda nollstéllet vi behover betrakta &r x = w/2. For x = 7/2 har vi

f(7/2) = (sin(r/2) — cos(n/2))/e™? = (1 — 0)e ™? = e7™/2,

Eftersom e™® #r en avtagande funktion dr e~™2? > e~ och dirmed dr e™/? funktionens

maximum pa intervallet. Funktionens minimum ges av —1 eftersom de andra tva vérdena
var positiva. Grafen for funktionen ges av

¢) Vi har redan réknat ut f’(x), men behover fortsétta med
f"(z) = (2e " cosz) = —2e " cosx — 2¢ " sinx = —2e “(cosx + sinx).
Om vi nu sétter in y = f(z) i y” +ay’ +b =0 far vi
—2e *(cosz +sinx) + 2ae”“ cosx + be” “(sinx — cosx) =0
och eftersom e™* inte kan vara noll kan vi dividera med det och fa
—2cosx — 2sinx + 2acosx + bsinz — becosx = 0.
Om vi samlar ihop sinus och cosinus for sig blir det
(b—2)sinz + (2a —b—2) cosz = 0.

Om vi nu sétter in x = /2 far vi att b = 2 och sétter vi in x = 0 far vi a = (b +
2)/2 = (2 + 2)/2 = 2. Eftersom hela vénsterledet da blir noll dr f(z) en 16sning till
differentialekvationen y” + 2y + 2 = 0.

Svar: a) f'(z) = 2e "cosx. b) Maximum #r f(7/2) = e”™? ~ 0,21 och minimum &r
f(0) = —1. ¢) Konstanterna ges ava = b = 2 och y = f(z) ar en 16sning till y”+2y'+2 = 0.



Bed6tmningskriterier

a)  —

c) -

Korrekt formulering av kvotregeln, 1 poing
Korrekt anvindning av kvotregeln for att derivera f(x) 1 podng

Forenklat uttryck for derivatan, 1 poédng

Korrekt metod for bestdmning av maximum och minimum, 2 poing
Korrekta och motiverade exakta varden pa maximum och minimum, 1 poing.
Principiellt korrekt skiss av funktionsgrafen, med riktiga lokala maxima och
minima och ratt skdrningar med axlarna.l poang

Korrekt och motiverat virde pa a, 1 poing

Korrekt och motiverat viarde pa b, 1 poing

e Mindre riknefel som inte avsevéart forenklar uppgiften ger inget avdrag.

Bed6mning av presentationen

Presentationen av losningen bedoms med 0-3 poéng enligt foljande:

Op Losningen saknar helt forklarande text eller &r mycket osammanhéngande med ek-
vationer, formler och berdkningar utspridda éver papperet.

1p Losningen har daligt med forklarande text eller forklarande text som &r tvetydig eller
svar att forsta.

2p Losningen har forklarande text till de flesta formler och berédkningar, men inte 6verallt
dar det skulle behovas, eller 16sningen har forklarande text i sa stor omfattning att
tankegangen drunknar i text.

3p Losningen har bra forklarande text till alla formler och berdkningar.

Egenbed6mning

Studenten skall bedéma sin egen losning enligt de bedomninngskriterier som ges ovan.
Bedomningen skall motiveras och eventuella slarvfel identifieras. I de fall 16sningen avviker
mycket fran 16sningsforslaget kan bedémningskriterierna vara svara att tillampa. I dessa
fall far studenten foresla en helt egen bedémning med motivering. Detta maste markeras

tydligt.

Slutgranskning

Skrivningarna slutgranskas och betygsséitts av examinator.



