KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag till tentamen
den 13 oktober 2003

1. a) I en triangel ABC ar sidan ¢ = |AB| = 5,1 cm och sidan a = |BC| = 6,7 cm.
Vinkeln vid A dr a = 68°. Bestdm ndrmevéirden med tva géllande siffror till
den tredje sidans lingd och de bada andra vinklarna med hjilp av nagon av
triangelsatserna. (4)

b) Tva cirklar skir varandra i tva punkter som ligger pa avstand v/2 fran varandra.
Cirklarnas radier &r 1 respektive /2. Bestdm arean av det omrade som ligger
innanfoér bada cirklarna. (5)

Lésning: a) Sinussatsen siger att

sina  sinf3  sinvy
a b c

Vi kan ur detta 16sa ut sin~y som

i 5, 1sin 68°
sinvzcszlaz : glr; ~ 0,706

Enligt tabellen far vi darfor att v ~ 45°. Eftersom sin 180° — x = sin x skulle vi ocksa
kunna ha v ~ 180° — 45° = 135°, men det &r omojligt eftersom 68° + 125° > 180°.
Den tredje vinkeln maste darmed vara g ~ 180° — a — § = 180° — 68° — 45° = 67°.
Den sista sidan fas genom

asinff  6,7sin67° 6,7-0,921

b= e 0027~ o021 07

b) Vi ritar forst en figur:

Vi berdknar areorna av de tva cirkelsegment som tillsammans bildar omradet som
ligger i bigge cirklarna. Oppningsvinkeln i det mindre segmentet &r 60°, dvs ¢ = 7/3
radianer, eftersom skédrningspunkterna bildar en liksidig triangel tillsammans med
centrum for den storre cirkeln. Alltsa ar arean av cirkelsektorn
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For att fa segmentets area maste vi dra bort arean av den liksidiga triangeln, dvs
1/2-v/2-V/2sinm/3 = v/3/2, och vi far da 7/3 — \/3/2.

Det andra segmentet har en 6ppningsvinkel pa ¢ = 90°, eftersom sidléngderna i
triangeln som bildas av skdarningspunkterna och centrum for den mindre cirkeln upp-

fyller Pythagoras sats ﬂZ = 12 4 12. Arean av cirkelsektor blir dirfor
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Vi drar bort triangelns area, dvs 1/2-1-1sin7/2 = 1/2 och far att arean av segmentet
ar /4 —1/2.

Den efterfragade arean &r summan av areorna av de tva segmenten, dvs
3 1 7 3+1
_£_|_ __:—ﬂ-—\/_—i_ ~ 0,467.
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Svar:

a) Den tredje sidan &r 6,7 cm och vinklarna &r 5 &~ 67° och v ~ 45°.

b) Arean av omradet som ligger i bigge cirklarna ér 77 /12— (y/341)/2 = 0, 467cm?.

a) Bestdm samtliga losningar till ekvationen

sin 4z = cos 5.
(3)
b) Bestdm samtliga losningar till ekvationen

_ 1
COST — SINT = —=.

V2
(4)

¢) Anvénd formeln for cosinus av dubbla vinkeln for att finna ett exakt uttryck for

sinm/12. (2)
Lésning: a) Vi kan skriva om vénsterledet som cos(m/2 — 4x), och eftersom cosa =
cosb, precis om a = b+ 27n, eller a = —b + 27n, for nagot heltal n far vi pa sa sétt

att 16sningen till
CoS (g — 4x> = Ccos bx

ges av losningarna till ekvationerna

g—4x:5x+27m och g—4x:—5x+27m.



Den forsta av dessa har l6sningarna

m—4mn _ w(l—4n)
2:9 18

xr =

och den andra har l6sningarna

—m+4mn  7w(4n —1)
xr = =

2 2

dér n i bada fallen ar ett godtyckligt heltal.

b) Vi borjar med att skriva om cos z —sin x pa formen A cos(z + ¢). Nér vi anvéander
additionssatsen pa det senare far vi A cosx cos ¢ — A sin x sin ¢, och likstéller vi dessa
uttryck far vi ekvationerna
{ Acos¢p = 1,
1.

Asing =
Genom att kvadrera och addera dessa tva ekvationer far vi A%(cos? ¢ + sin® ¢) =

A? = 2, dvs vi kan vilja A = /2. Vi far da att cos¢ = sin¢ = 1/v/2, och vi kan
vélja ¢ = m/4. Alltsa kan vi skriva ekvationen som

\/5(308 <x+ %) = %

eller

<+7r> 1
coslz+—) = —.
4 2

Eftersom cosa = 1/2 for a = £7/3 4 2mn, dér n &r ett godtyckligt heltal far vi

x+%:ig+27m

vilket kan skrivas som

—-3+4

2.
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c¢) Formeln for cosinus av dubbla vinkeln kan vi fa fran additionssatsen genom

cos 22z = cos(x + x) = cosz cosx — sinxsinx = cos® x — sin® .
Enligt trigonometriska ettan kan vi dessutom skriva cos?z — sinz = 1 — 2sin®z.
Om vi nu later x = 7/12 har vi att 2z = 7/6 och vi kénner till det exakta viirdet
for cosIl/6, namligen v/3/2. For att fa reda pa sinm/12 = sina behover vi losa

ekvationen 3
3

1 — 2sin? (1) -

12

5



Vi kan skriva om den som

. 9 ( m ) 2—-4/3
sin® (— ) =
12 4
och genom att dra roten ur detta far vi

sin (1) = Y2

12 2
eftersom vi vet att sin(7/12) &r positivt.
Svar:
a) Losningarna dr x = 7(1 — 4n)/18 och x = w(4n — 1)/2 dér n ar ett godtyckligt
heltal.
b) Losningarna dr x = (—3 £ 4)7/12 + 27n dér n ar ett godtyckligt heltal.

c¢) Ett exakt viirde #r sin(7/12) = (/2 — /3) /2.
. Betrakta funktionen f(x) = sinx + 2 cos® x.

a) Formulera kedjeregeln och anvénd den for att berdkna derivatan av funktionen
f(@). (3)
b) Bestdm nédrmevérden till maximum och minimum f6r f(x) pa intervallet 0 <
xr < 2m med tva géllande siffror. (4)

¢) Bestam exakta virden for maximum och minimum for funktionen f(z).  (2)

Lésning: a) Kedjeregeln séger att derivatan av en sammanséttning av funktioner,
F(z) = h(g(z)), ges av

F'(x) = h'(g(x))g'(x).
I vart fall behver vi anvinda kedjeregeln pa termen cos? z som dr sammanséittningen
av h(x) = x* och g(z) = cos(z). Eftersom derivatan av h(z) #r h/(z) = 2z och
derivatan av g(z) ir ¢'(z) = —sinz far vi att derivatan av cos® z #r

2(cosz)(—sinz) = —2coswsinx
och derivatan av f(z) blir ddrmed

f'(z) = cosx + 2(—2cosxsinz) = cosx — 4 cos xsin .

b) For att finna maximum och minimum pa intervallet behover vi se pa interval-
lets @ndpunkter och nollstéillena till derivatan. (Funktionen har en derivata i alla
punkter.) Andpunkterna #r = 0 och # = 27 och funktionen antar samma vérde i
dessa punkter eftersom bade sinus och cosinus ar periodiska med period 27. Vi far
f(0) = f(27) = sin0 + 2cos® 0 = 2.



Nollstéllena till derivatan far vi genom att 16sa ekvationen f’(z) = 0, dvs
cosz —4coszsinx = 0.
Vi kan faktorisera den som
cosz(l —4sinx) =0

och ser att vi har 16sningar om cosz = 0 eller 1 —4sinx = 0. Det férsta hénder precis
da x = 7/2, eller x = 37/2, och vi far i dessa fall att

f(r/2) =sinm/2+2cos® /2 =1+2-0=1
respektive
f(3m/2) =sin37/2 + 2cos?3w/2 = —1+2-0% = —1.

Det andra hander da
sinz = 1/4.

For att finna ndrmevarden kan vi se i tabellen att detta intraffar da x =~ 0, 25.
Eftersom sin x = sin(m — x) hénder det ocksa nir = ~ 2,89. Vi far da

£(0,25) = sin 0,25 +2cos? 0,25 ~ 0,25+ 2-0.97* ~ 2,1
Eftersom 2,1 ar det storsta av de fyra virdena vi berdknat dr det maximum pa

intervallet. Det minsta véirdet av de fyra ar —1, vilket ger minimum av funktionen.

¢) Om sinx = 1/4 far vi enligt trigonometriska ettan att

1\* 16-1 15
16 16

coslr=1—sinz=1-— (—

4

och darmed ar

1 15 2415 17
f(z) =sinz +2cos’z = 1+2E:+T -

vilket ger ett exakt virde for maximum. Minimum &r redan angivet exakt i b).
Svar:

a) Derivatan av f(z) dr f'(z) = cosx — 4cosxsin .

b) Maximum av f(x) &ar 2,1 och minimum —1, 0, pa intervallet 0 < x < 27.
)
)

¢) De exakta virdena for maximum och minimum &r 17/8, respektive —1.

a) Bestdm volymen av den rotationskropp som uppkommer da kurvan y = v/1 — 222
roterar kring z-axeln pa intervallet 0 < z < 1/2. (3)



b) Anvind partiell integration for att berékna integralen

™
/ 22 sin zdz.
0

(4)

c) Berékna integralen
V2
/ V2 — 2?dx
0

med hjilp av variabelbytet t = 2—22. (Ledning: 2/3z+/x ér en primitiv funktion
till \/z.) (2)

Lésning: a) Rotationskroppens volym ges av

1/2
V= / mytde
0

[ vart fall &r y = /2 — 22, vilket ger

vV = f01/2 2 =2 de = f01/2 (2 — 2%)dx = [71'233‘ — ﬂ%]

__ 2w _(0_0)2247r—7r_23_7r
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b) Vi borjar med att anvénda partiell integration en gang och far
/ ’sinzdr = [2°(— Cosx)}g —/ 2x(— cosx)dx
0 0

—(@(-(-)) - 1)+ [

2x cos xdr = 72 + / 2x cos xdx.
0 0

Vi anvénder sedan partiell integration igen pa den andra termen och far

/O7T 2zcoszdr = [2zsinz|) — [ 2sinazdr = (0 — 0) — [2(— cosz)]g
— —(2(~(-1) —2(~1) = —4.

Sammantaget far vi

s ™
/ 22 sinxdr = 7% + / 2z cos xdr = 72 — 4.
0 0

¢) Variabelbytet ¢t = g(z) = 2—12? ger dt = ¢/(z)dx = —2xdx och zdx = —1/2dt. Vid
z=0harvit=g(0)=2—-02=2ochvidz=+v2harvit=g(v2) =2—v2" =0.
Alltsa far vi med variabelbytet att

0

/oﬁxmdx - / VH-1/2)dt = Etﬁ_ﬂ R EE

Svar:



a) Volymen &r 237 /24.

b) [ a?sinzde = w* — 4.
c) foﬂ V2 — 22dw = 21/2/3.

5. En partikel ror sig i ett magnetfilt och dess position i z-led antas variera med tiden
enligt z(t) = asinwt + bcoswt for nagra parametrar a, b och w. En métning har
gjorts och métvirdena ges av

t (ms) | z (mm)

0.0 13.1

35 95.8

7.0 12,2

105 | -14,9

14,0 | -254

17,5 -85

21,0 18,0

25| 268

28,0 6,1

31,5 -20,0
a) Tolka parametrarnas innebord. (3)
b) Uppskatta parametrarnas viarden (6)

Lésning:

a) Till att borja med kan vi konstatera att f(z) dr en trigonometrisk funktion med
period 27 /w, varfor w talar om hur fort partikeln kommer tillbaka till sitt ursprungliga
ldge i a-led. Eftersom sin0 = 0 och cos 0 = 1 kommer z(0) = b, och deriverar vi z(t)
en gang far vi 2/(t) = aw coswt — bw sinwt, varfor 2'(0) = wa. Alltsa &r b positionen
vid ¢t = 0 och wa hastigheten i z-led vid samma tidpunkt.

b) Vi borjar med att forsoka hitta nollstdllena till funktionen som bor ligga med
intervall 7/w. Vi ser att x(t) byter tecken mellan ¢ = 7,0 och ¢ = 10,5. Vi kan
approximera funktionen med en rat linje mellan dessa punkter och far da

x=12,2+ (t—7,0)(—14,9 — 12,2)/(10,5 — 7,0).

Denna skir xt = 0it ~ 7,04 1,6 = 8,6. Vi har ocksa en skidrning mellan ¢t = 28,0
och t = 31,5. Pa samma sétt far vi en linje

x=6,1+ (t —28,0)(—20,0 — 6,1)/(31,5 — 28,0)

som skir x =01t =28,040,8 = 28,8 . Eftersom detta ser ut att vara en hel period
efter den forsta skdrningen har vi att 2w /w ~ 28,8 — 8,6 = 20,2 ms. Alltsa kan vi
uppskatta w till 0,31 kHz.



For att uppskatta b kan vi se pa vardet av x(t) i punkten ¢ = 0, da x(0) = b. Detta
ger b~ 13.

For att till sist uppskatta a kan vi anvinda oss av att amplituden av x(t) ges av
Vva? + b? och pa virdena ser det ut som att amplituden bor vara omkring 27 mm.
Alltsa kan vi fa a = v/272 — 132 =~ 24.

Svar:

a) w talar om hur fort partikeln kommer tillbaka till utgangslaget, genom att pe-
rioden ér 2m/w, b = x(0) &r ursprungslidget och a = 2/(0)/w dér 2/(0) &r ur-
sprungshastigheten.

b) Vi kan uppskatta parametrarna till w = 0,31 kHz, b = 13 mm och a = 24 mm.



