KTH Matematik

Losningsforslag till uppgift 5 pa modelltentamen

i 5B1134 Matematik och modeller

5 En modell fér en befolkningstillvixt ger att antalet individer vid tidpunkten ¢ ges av

P(t)

K

T lqe T

a) Ge en tolkning av parametrarna K och r och T

b) Uppskatta parametrarna med den befolkning som anges i tabellen nedan.

t P| t Pl t Pl t P
01915 | 63986 || 12 | 5930 | 18 | 6999
112193 | 74349 || 13 | 6184 | 19 | 7102
2| 2543 || 814703 | 14 | 6426 || 20 | 7187
3| 2871 || 9| 5055 | 15 | 6608 || 21 | 7217
413219 || 10 | 5387 || 16 | 6747 || 22 | 7286
5 3609 || 11 | 5699 || 17 | 6890 || 23 | 7338

c¢) Verkar modellen stimma med den uppmiitta befolkningen?

Lésning: a) Vi borjar med att forutsitta att » dr positivt. Da kommer e~

(3)
(4)

(2)

t—T)

att bli litet nér ¢ vixer och P ~ K for stora t. Alltsa &r K den befolkning som
kommer att finnas pa sikt. (Om r dr negativt kommer det snarare vara den befolkning
som en gang har funnits, langt tillbaka i tiden.) For att se vad T' betyder sitter vi
t = T och ser att vi da far P(T) = K/(1 + €°) = K/2 och dérmed maste T vara
den tidpunkt da befolkningen &r halva grénsbefolkningen. For att forsta vad r &r
ser vi pa det omrade da —r(t — 1) &ar stort. Da ar 1 forsumbart i jamforelse, och
P(t) = 1/e7"¢T) = er=T) Alltsa #r r den tillviixhastighet som befolkningen har da

den ar langt ifran slutbefolkningen och tillvéixten &r i stort sett exponentiell.

b) Vi ser fran vara data att
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Vi bérjar med att uppskatta slutbefolkningen till 7500, eftersom det ser ut att plana
ut ganska snabbt mot slutet. Déarefter far vi uppskatta tiden 7" fér nér befolkningen

ar hélften av slutbefolkningen och det dr nagonstans mellan ¢ = 5 och t = 6, ség
T = 5,5. Vi kan nu skriva om P(t) = K/(1 +e7"*1)) som

et = K/P(T) — 1
och genom att logaritmera far vi
—r(t—T)=In(K/P(t) —1).

Vi kan rita ut nagra vérden for In(K /P — 1) mot ¢ och far da
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Vi kan nu uppskatta lutningen pa linjen till c:a —0, 2, vilket ger » = 0, 2. Skdrningen
med t-axeln ser ocksa ut att vara mycket néra 5, 5.

c) Eftersom den graf vi fatt fram i slutet av b) liknar en linje véldigt mycket kan vi
siga att modellen verkar stdmma vél med verkligheten. Pa slutet ser det mojligen ut
att vara nagot sdmre Gverensstiammelse.

Svar: a) K ar den befolkning som blir pa lang sikt, 7" &r tiden da befolkningen &r
K /2 och r ar ger den exponentiella tillviixten f6r ¢ mycket mindre &n 7.
b) K ~ 7500, T ~ 5,5 och r =~ 0, 2.

¢) Modellen verkar stdmma vil med den uppmétta befolkningen.



