KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag med bedémningskriterier till kontrollskrivning 3

Uppgift
a) Beridkna derivatan av funktionen
.,
sin® x
) = 2
Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anvénds. (3)

b) Bestim det stérsta och det minsta virdet for funktionen g(z) = 22* — 3z + 2 pa
intervallet 0 < x < 1 och skissera grafen for g(z) pa samma intervall. Ange svaren
exakt. (4)

¢) Anviand Newton-Raphsons metod med startvirde z = 0 for att finna ett ndrmevérde
till den enda reella 16sningen till ekvationen

2 +3z+1=0.

Utfor tva iterationer och gor en uppskattning av felet. (2)

Losningsforslag

a) Enligt kvotregeln ar derivatan av f(x) = g(x)/h(z) lika med

g'(x)h(x) — g(z)l (z)
h(x)?

och i vart fall har vi g(x) = sin?(x) och h(x) = x%. Vi vet att derivatan av polynomet
h(z) = 22 &r 2x. Derivatan av g(x) ges enligt produktregeln av

g (z) = (sinz)'(sinz) + (sinz)(sinx) = 2sinx cos x
eller genom kedjeregeln av
g (z) =2(sinz)(sinx) = 2sinz cos x.
Alltsa far vi att derivatan av f(z) ges av

o) = (2 cos x sin x)x? — sin’ x(2z) _ sin2z 281112:6.
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Egentligen bor man tilligga att funktionen som den star bara &r definierad for x # 0,
men man kan definiera f(0) = 1. Derivatan i punkten z = 0 kan da beriknas direkt fran
definitionen och man far f’'(0) = 0.

b) For att se var vi har lokala extrempunkter tittar vi pa nollstéllena till derivatan och
vi borjar darfor med att derivera funktionen. Eftersom det ar ett polynom ges derivatan
av

g(r)=2-32°-3-1+0=062"—3=3(22° — 1).

Vi ser att ¢’(z) = 0 innebér att 222 — 1 = 0, dvs att 22 = 1/2. Pa intervallet 0 < z < 1
finns dérfor bara losningen z = 1/2/2.

Globala maxima och minima kan alltsa bara intriffa i punkterna z = 0, x = v/2/2 eller
x = 1. Vi jamfor viardena i dessa punkter

g(0)=2-0°-3.-0+2=2,

g<g>:2<@> —3?%:2%—?%:?—?%:2—\@

och
g(1)=2-1"-3-1+2=2-3+1=1.

Det storsta virdet for funktionen dr dirmed 2 och det minsta 2 — v/2 eftersom 2 — v/2 <
2—-1=1

Eftersom derivatan &r positiv for 0 < z < /2/2 och negativ for v2/2 < = < 1
ar funktionen g(z) avtagande fran z = 0 till # = v/2/2 och viixande fran x = v/2/2
till z = 1. Derivatan i x = 0 dr ¢’(0) = 3(2- 0> — 1) = —3 och derivatan i * = 1 &r
g(1)=3(2-1>-1)=3.

Grafen for funktionen kommer darmed se ut som

c¢) For att anvinda Newton-Raphsons metod behover vi forst derivatan av funktionen
f(x) = 2% + 3x + 1. Eftersom det &r ett polynom ges derivatan av

f'(x) = 32 + 3.
Forsta steget i Newton-Raphsons metod ges dédrmed av

f(xo) 1

= To — =0- -~ —0,3333.
T Zo f/(iﬁo) 3 ,
Nésta steg ges av
3
_ e .
vy = — flz) _0,33333 (—0,33333)% + 3 - (—0,33333) +
I'(@) 3-(—0,33333)2 + 3

~ —0,33333 — (—0,01111) ~ —0, 32222.



For att uppskatta felet ser vi pa den korrektion som gors i nésta steg av metoden. Dér har

V1
—0,32222)3 + 3 - (—0,32222) + 1
P ) G )’ +3- (-0, )+ ~ —0, 000037
F(22) 3-(—0,32222)2 + 3

Alltsa ar felet av storlek 4 - 107°.

Svar:
a) Derivatan dr f'(z) = (sin2x) /2% — 2(sin® x) /3.
b) Funkionens storsta virdet dr 2 och dess minsta virde ar 2 — V2.

c¢) Losningen ir x = —0, 32222 med ett fel av storlek 4 - 107°.



Bed6tmningskriterier

a)  —

c) -

Korrekt anvinding av kvotregeln, 1 poéng.
Korrekt anvindning av kedjeregeln eller produktregeln for sin?z, 1 po#ng.

Korrekt slutférd derivering, 1 poing.

Korrekt bestdmning av derivatans nollstéllen, 1 poang.

Korrekt motiverat exakt viarde pa maximum, 1 poang.

Korrekt motiverat exakt virde pa minimum, 1 poing.

Principiellt korrekt graf vad géller vixande, avtagande och varden i &ndpunkter
och minimum, 1 poéng.

Korrekt anvindning av Newton-Raphsons metod med korrekt svar, 1 podng.

Korrekt motiverad uppskattning av felet, 1 poang.

e Mindre riaknefel som inte avsevéart forenklar uppgiften ger inte avdrag.

Bed6tmning av presentationen

Presentationen av l6sningen bedéms med 0-3 poéng enligt féljande:

Op Losningen saknar helt forklarande text eller &r mycket osammanhéngande med ek-
vationer, formler och berdkningar utspridda 6ver papperet.

1p Losningen har daligt med forklarande text eller forklarande text som &r tvetydig eller
svar att forsta.

2p Losningen har forklarande text till de flesta formler och berédkningar, men inte Gverallt
dér det skulle behovas, eller 16sningen har forklarande text i sa stor omfattning att
tankegangen drunknar i text.

3p Losningen har bra forklarande text till alla formler och berdkningar.

Egenbed6mning

Studenten skall bedéma sin egen losning enligt de bedomninngskriterier som ges ovan.
Beddmningen skall motiveras och eventuella slarvfel identifieras. I de fall l16sningen avviker
mycket fran 16sningsforslaget kan bedémningskriterierna vara svara att tillampa. I dessa
fall far studenten foresla en helt egen bedémning med motivering. Detta maste markeras

tydligt.

Slutgranskning

Skrivningarna slutgranskas och podngsétts av examinator.



