KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag med bedémningskriterier till kontrollskrivning 4

Uppgift

a) Polynomet p(r) = 1 — 222 &r en approximation av cos 2z som &r bra fér sma virden
pa x. Berdkna integralerna

w/4 w/4
/ cos 2z dx och / p(z) dx
0 0

och jamfor resultaten. Hur stort blir det fel man far genom att anvénda approxima-
tionen? (4)

b) Bestam hur stort felet blir ndr man anvénder trapetsmetoden med tre delintervall
for att berdkna integralen

/4
/ cos 2z dx.
0
(2)
¢) Berdkna volymen av den rotationskropp som bildas da omradet under grafen for
f(z) = In(x) 4+ 1 roterar kring z-axeln pa intervallet 1 < z <e. (3)

Losningsforslag

a) Vi berdknar de bada integralerna for att se hur mycket som skiljer. Vi borjar med
polynomet
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For att integrera cos 22 konstaterar vi att en primitiv funktion till cos 2x ges av (1/2) sin 2z,
eftersom derivatan av sin 2z &r 2 cos 2x. Alltsa far vi

w/4 in2z1™* 1 1 1
/0 costdx:[szx}O :§Sing_§sm():§

Skillnaden mellan approxmationen och det verkliga vérdet av integralen &r alltsa
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b) Vi delar in intervallet i tre lika langa delintervall, [0,7/12], [7/12,27/12], och
(27 /12, 7 /4]. Pa var och en av dessa approximerar vi integralen med arean av en parallelltra-
pets. Eftersom delintervallens langd ar 7/12 far vi att areorna av dessa tre paralelltrapetser
blir

7 cos(2-0) +cos(2-m/12) w1+ /3/2

1

12 2 12 2
_ meos(2-7/12) 4 cos(2-27m/12)  w V/3/2+1/2
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och
g T cos(2-2m/12) + cos(2-7/4) w1/2+0
g = — rery

12 2 12 2
Lagger man ihop dessa far man
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Felet blir darmed
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c¢) Eftersom vi kan se rotationsvolymen som uppbyggd av tunna cirkuldra skivor med
radie f(x) och tjocklek dx far vi att volymen ges av integralen

/16 nf(z)*dr = /lew(ln(m) +1)%dx

For att berikna denna integral gor vi variabelbytet z = ef, som leder till skalforiandringen
dr = e' dt. Eftersom In(1) = 0 och In(1) = e far vi att

/leﬂ(ln(x) +1)?dr = W/Ol(t +1)%e! dt

Vi behover nu anvéinda partiell integration for att komma vidare. Eftersom e’ dr primitiv
funktion till sig sjéalv far vi

/1(t+1)2et dt = [(t+1)2et};—/12(t+1)efdt

1
=(1+1)%" —(04+1)%" — [2(t + 1)611(1) +/ 2¢" dt
0

=de—1— (2(1+ 1)e! —2(0 + 1)e°) + [2¢'],

=1+ (2" — 2% = 2e — 1.
For att fa volymen hos rotationskroppen behéver vi multiplicera med 7« och far V' =
m(2e — 1) ~ 13,9 volymsenheter.



Man kan ocksa anvinda partiell integration direkt pa (In(z)+1)? = 1- (In(z) + 1)? och
far da

/16(111(11;) +1)dz = [z(In(z) +1)*]] - /jx -2(In(z) + 1) ! dx

:e~(1+1)2—1.(0+1)2—[zx(ln(x)+1)]§+/€2xéda:
=de —1—(2¢(1+1) —2(0+1)) + [22],
=1+(2e-2-1)=2—1.

Svar:

a) Integralernas viirden blir 1/2, respektive 7(24 — 72)/96 och felet man far genom att
anvinda approximationen dr (247 — 73 — 48)/96 ~ —0, 038.

b) Felet man far genom att anvinda trapetsmetoden blir (7(2++/3) —12)/24 ~ —0, 011.

c) Rotationskroppens volym dr V' = 7(2e — 1) ~ 13,9 volymsenheter.



Bed6tmningskriterier

a)  — Korrekt primitiv funktion till cos 2z, 1 podng.

— Korrekt slutford integration av cos 2z, 1 poang.

— Korrekt primitiv funktion till 1 — 222, 1 po#ng.

— Korrekt slutford integration av 1 — 222 och korrekt virde pa felet, 1 po#ng.
b) — Korrekt anvéndning av trapetsmetoden, 1 poing.

— Korrekt virde pa felet, 1 poiang.

c) — Korrekt anvindning av variabelbyte, 1 podng.
— Korrekt anvindning av partiell integration, 1 poéng.

— Korrekt virde pa volymen, 1 poang.

e Mindre riaknefel som inte avsevért forenklar uppgiften ger inte avdrag.

Bed6tmning av presentationen

Presentationen av l6sningen bedéms med 0-3 poéng enligt féljande:

Op Losningen saknar helt forklarande text eller &r mycket osammanhédngande med ek-
vationer, formler och berdkningar utspridda éver papperet.

1p Losningen har daligt med forklarande text eller forklarande text som &r tvetydig eller
svar att forsta.

2p Losningen har forklarande text till de flesta formler och berédkningar, men inte Gverallt
dér det skulle behovas, eller 16sningen har forklarande text i sa stor omfattning att
tankegangen drunknar i text.

3p Losningen har bra forklarande text till alla formler och berédkningar.

Egenbed6mning

Studenten skall bedéma sin egen l6sning enligt de bedomninngskriterier som ges ovan.
Bedomningen skall motiveras och eventuella slarvfel identifieras. I de fall 16sningen avviker
mycket fran 16sningsforslaget kan bedémningskriterierna vara svara att tillampa. I dessa
fall far studenten foresla en helt egen bedéomning med motivering. Detta maste markeras
tydligt.

Slutgranskning

Skrivningarna slutgranskas och podngsétts av examinator.



