KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag till tentamen
den 11 oktober 2004

1. Tva av sidldngderna i en triangel &r 8 m och 13 m. En av vinklarna ar 60°.

a) Bestdm alla mojliga véirden for den tredje sidans langd. (4)
b) Hur stor kan triangelns area maximalt vara? (3)

c¢) I en riatvinklig triangel delar en linje den rita vinkeln i tva vinklar som &r 30°,
respektive 60°. Linjen delar hypotenusan i tva langder som &r 8 cm respektive
2 cm. Hur langa &r kateterna i triangeln? (2)

Lésning: a) Vi antar att @ = 8 m, b = 13 m och kallar den tredje sidans lingd for
c. Om motstaende vinklar kallas «, # och v har vi nu tre fall att ta stdllning till;
a = 60°, 8 =60° och v = 60°.

I det forsta fallet séger cosinussatsen att
a? = b* 4 % — 2bccos 60° = b + 2 — be

Vi léser denna andragradsekvation for ¢ och far

b b 2 13 /—251
— 2 2
Cc 2:|:\/<2> b “+a 5 + 1 .

Alltsa saknas reella l6sningar i detta fall.

I det andra fallet far vi

b = a® + ¢ — 2accos60° = a® — ac + @

Vi l6ser pa samma, séitt ut ¢ och far

2
c:%:l:\/<%> =4tV =411

Eftersom den ena l6sningen &r negativ dr det bara ¢ =4 + 11 = 15 m som &r mdgjlig
i detta fall.

I det tredje fallet far vi

2 =a®>+b>—2abcos60° = a®> — ab+ b*> = 64 — 104 + 169 = 129



och det ger en positiv 16sning ¢ = /129 m.
De mojliga viardena pa den sista sidan &r alltsa ¢ = 15 m eller ¢ = v/129 m.

b) Enligt areasatsen ges triangelns area av (1/2)absiny. Om v = 60° far vi ddrmed

att
T = %absinGO" - % '8-13'§ = 26V/3.

Om déremot § = 60° far vi

1 1 3
T:§acsin60°: 5-8-15-% = 30V/3.

Alltsa ar det storsta mojliga vérdet for arean 304/3 areaenheter.

c¢) Vi kallar triangelns sidor for a, b och ¢, dar ¢ ar hypotenusan. Motstaende vinklar
kallar vi a, B och . Eftersom v = 90° har vi a = 90° — 5. Om vi later d vara
avstandet fran hornet med den réta vinkeln till linjens skdrning med hypotenusan
har vi enligt sinussatsen att
sin@  sin30°
d  8cm

och
sin(90° — 3)  sin60°

d ~ 2cm
Eftersom sin(90° — ) = cos  kan vi dela dessa ekvationer med varandra och fa

sin  sin30° 1

tanf = cos3  4cos30°  44/3

Eftersom triangeln &r ratvinklig har vi b = atan § och enligt Pythagoras sats ar

1 49q?
2 2, 12 2

pr— pr— 1 — p—
¢ =a"+b"=a*( +48) 12

Eftersom ¢ = 2+ 8 = 10 cm far vi a = 10 - 4\/§/7 = 40\/5/7 cm och diarmed
b=atanf =10/7 cm.

Om man har tdnkt sig indelningen av hypotenusan tvértom far pa samma sétt a =

10v/3/4/19 och b = 40/+/19.

Svar:

a) Den tredje sidan kan vara ¢ = 15 m eller ¢ = /129 m.
b) Arean av triangeln kan maximalt vara 30/3 areaenheter.

c¢) Kateternas lingder #r a = 40v/3/7 cm och b = 10/7 cm.



2.

a) Bestdm samtliga losningar till ekvationen

. 20— V3
sin = ——,
3 2

(3)

b) Bestam den minsta positiva 16sningen till ekvationen
1,2sinxz 4+ 1,4cosx = 0,54

med tva gillande siffrors noggrannhet. (4)

¢) Anviénd sinussatsen for att hirleda additionssatsen for sinus i det fall da alla
inblandade vinklar ligger mellan 0° och 180°. (2)

Lésning: a) Eftersom sinus antar virdet —V3 /2 for tva virden i intervallet 0 < z <
27, namligen 47 /3 och 57 /3 far vi 16sningarna till ekvationen genom

20— 47

3 =?+27m
dvs
x:§<5—7r+27rn> :5—7T+37m
2\ 3 2
eller
2e—m :5—7T+27m
3 3
dvs
T = g (6%+27rn) = 37 + 3mn = 3.

b) Vi skriver forst om vénsterledet pa formen A sin(x+¢) = A sin z cos ¢+ A cos z sin ¢.
For att vi ska fa réatt vénsterled krivs att

Acosgp =1,2
Asing =1,4

vilket ger tan¢ = 1,4/1,2 ~, och ¢ ~ 0,86. Genom trigonometriska ettan far vi
A% = A?sin® ¢ + A%cos? ¢ = (1,4)2+(1,2)? = 3,4 och dirmed A = /3,4 ~ 1,84. Vi
behover nu hitta den minsta positiva 16sningen till

1,84 sin(x 4+ 0,86) = 0,54

dvs
sin(z 4+ 0,86) = 0,293

vilket ger x = —0,86 + 0,30 + 27n eller z = —0,86 + (7 — 0,30) + 27n. Den forsta
positiva l6sningen i den forsta serien ges avn = 1 och x = —0,86+0,3046,28 = 5.72
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och den forsta positiva losningen i den andra serien ges av n = 0 dar x = —0,86 +
(3,14 — 0,30) = 1,98. Ekvationens minsta positiva losning &r alltsa z ~ 1,98 ~ 2,0

c¢) Vi vet att summan av vinklarna i en triangel dr 180°. Vi far dérfor att
sin(a + () = sin(180° — ) = sin(y).

Med hoéjden mot sidan ¢ kan vi dela in sidan ¢ i tva delar vars lingder ar a cos 3 och
bcos a. Enligt sinussatsen géller att

a = csina/ sinvy och  b=csinf/siny

Vi far darmed att

csin a cos 3 n csin (3 cos «

c=acosf+bcosa = - -
sin 7y sin y

Nér vi multiplicerar detta med siny och dividerar med ¢ far vi

sin~y = sin « cos 3 + sin 3 cos a.
vilket tillsammans med sin(a + 3) = sin+y ger additionssatsen for sinus.
Svar:

a) Losningarna till ekvationen ges av @ = 57/2 4 37mn och = 3mn, dér n ar ett
godtyckligt heltal. (150° + n - 540° och n - 540°.)

b) Den minsta positiva l6sningen ges av = ~ 2, 0.



a) Derivera funktionen

6230 _ 6—2:1:

r)=——"-.

f( ) e2x + 67293
Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvénds och hur de
anvands. (3)

b) Bestdm det storsta och det minsta vérdet for funktionen

sin

g(w) - 2+ cosx

pa intervallet 0 < x < 2. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma

intervall. (4)
c) Hérled derivatan av tan x direkt fran definitionen av derivata. (Ledning: Anvénd
att (sinz)/x gar mot 1 nér z gar mot noll.) (2)
Lésning: a) Vi ser att funktionen kan skrivas som f(z) = g(x)/h(x) dir g(x) =
e** — e7%% och h(z) = €** + ¢72*. Enligt kvotregeln &r
g (x)h(x) — g(x)h (x
) = (x)h(x) 2() (z)
h(z)

och 1 vart fall far vi att
g (z) = 2% — (=2)e % =2(e** + e %) = 2h(2)

och
B (z) = 2e** + (—2)e 2 = 2(e** — e72*) = 2¢g(x)

dér vi har anvént kedjeregeln for att derivera exponentialfunktionerna. Nér vi sétter
in detta i uttrycket ovan far vi

g @)h(x) — g(@)h'(x) _ 2h(x)* —29(x)* 8 8

f (ac) = h(l,)z - h(:l:)2 h(:l:)2 - (€2x 4 e—2m)2
dar vi anvant att

h(z)* = g(z)* = (h(x) + g(2))(h(z) — g(x)) = (26*)(2e7*") = 4.

b) For att hitta lokala extrempunkter ser vi pa nollstéllen till derivatan av funktionen.
Enligt kvotregeln kan vi berdkna derivatan av g(x) som

(sinz)'(2 + cosx) — (sinz)(2 4 cosz)’

/ pu—
g(@) (2 + cosx)?
_ (cosz)(2+cosw) — (sinz)(—sinz) 14 2cosz
(2 + cos x)? (24 cosz)?’



Vi ser att derivatan #r definierad éverallt eftersom nimnaren ligger mellan 1 och 32.
For att derivatan skall vara noll maste tdljaren i uttrycket vara noll, dvs

1+4+2cosz =0.

[ intervallet 0 < x < 27 intraffar detta vid x = 27/3 och x = 47/3. Vi sétter in dessa
vérden i funktionen och far

V3/2 V3

2r/3) = ————— = —
90 /3) = o 1)~ 3
och /3 /3
—V3/2 3
glanfs) = 5 Y2 Y3
2+ (-1/2) 3
Vi jamfor detta med funktionens vérden i &ndpunkterna av intervallet déar
(0) = g(2m) = 5 =0
A 241

Alltsa ar funktionens storsta varde \/3/ 3 och dess minsta viirde —v/3 /3.

Funktionens nollstéllen &r samma som nollstéllena for téljaren och sinz = 0 for
x = nm. Vi kan déarmed rita upp funktionens graf som

c¢) Vi stéller upp differenskvoten

D(h) = tan(z + h}i — tan(z)

och skriver om den pa gemensamt brakstreck som

D(h) = (sin<:v +h) sin<x>> 1 (sin(x + h) cos(x) — sin(z) cos(z + h))

T h T h cos(z + h) cos(x)

cos(x +h)  cos(x)

Vi anviander nu subtraktionssatsen for sinus for att se att

1 [ sin(z+h—2x)) sin h 1
D(h) = — =
h \ cos(x + h) cos(z) h  \ cos(x + h) cos(x)
Nér vi later A ga mot noll har vi att (sinh)/h gar mot 1 och cos(x + h) gar mot
cos(z). Alltsa har vi att D(h) gar mot 1/ cos® z.

Svar:

a) Derivatan ar f'(z) = 8/(e* + e=%)2,
b) Det storsta virdet dr v/3/3 och det minsta &r —+/3/3.

c¢) Dervatan av tan(z) ér 1/ cos?(z).



a) Kurvorna y = €2® och y = e™** avgriinsar tillsammans med linjen z = In(2) ett
omrade i planet. Beriikna arean av detta omrade. (3)
b) Berdkna integralen
T sinx
[t
0 2+cosw
med hjilp av variabelbyte. (3)

c) Bestdm det virde pa konstanten a som minimerar
/ (ax — sinz)? d.
0
(3)

Lisning: a) Eftersom e** > e~2® for positiva x har vi att arean av omradet ges av

integralen
In(2)
/ <e2x - 6721) dr
0

Eftersom derivatan av e** enligt kedjeregeln &r 2e2* ér €2® /2 en primitiv funktion till
. P4 samma siitt 41 —e~**/2 en primitiv funktion till e=**. Alltsa kan vi berikna
integralen som

In(2) e2r o=l In(2) e2In(2)  o—2In(2) e20 =20
2x —2z
_ de = |=—— — _
/0 (e ‘ ) ! {2 2 L ( 2 i 2 ) <2 " 2 )
1 9

b) Vi anvénder variabelbytet t = 2 + cos x, vilket ger omskalningen dt = — sin x dx.
Nér z = 0 har vit = 2+ cos(0) =2+ 1 = 3 och nér x = 7 har vi t = 2 + cos(w) =
2+ (—1) = 1. Alltsa omvandlas integralen i variabelbytet till

/ sin x / —dt / L
0 2+Cosx

Eftersom derivatan av In(¢) ar 1/t &r In(¢) en primitiv funktion till 1/¢. Alltsa far vi

/13 St = ()} =In(3) ~ (1) = @) ~0=Mn(3)  (~1,1)

¢) Vi borjar med att utveckla integranden med kvadreringsregeln och far

2

(ax —sinz)? = a®2? — 2axsinx + sin? z.

Pa grund av linjariteten hos integralen far vi
I(a) = / (a®2® —2ax sin v+sin® r) dx = a2/ x? d:c—2a/ xsin:cdx+/ sin® x dz
0 0 0 0
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Eftersom I(a) ar ett positivt andragradsuttryck har det sitt minimum vid derivatans
nollstélle, dvs dér I'(a) = 0. Vi har att

]'(a)z?a/ x2d$—2/ zsinx dz
0 0

och I'(a) = 0 innebér att
/ rsinx dz
J0 00000

/ 2% dx
0

Vi kan integrera téljaren i detta uttryck med hjélp av partiell integration

a =

/Oﬁxsinxdx = [z(— cosz)]; —/Oﬂl - (—cosz)dx
= (m-(=(=1) = 0-(=1)) = [=sinz]g =7 = (0 - 0) = 7.

Némnaren ar ett polynom som vi kan integrera genom

/W 2d $3 ™ 7T3 03 7T3
i Tr = | — = —— — = —
0 31, 3 3

Virdet som minimerar integralen dr alltsa

T
/ rsinx dx
0

Qg == =

T
s 3 2'
T T
/ 2% dx —
0 3

Svar:

a) Arean av omradet dr 9/8 areaenheter.
T sinz
b ———dr =1n(3
) /0 2+ cosx z=1n(3)

¢) Virdet pa a som minimerar integralen ir a = 3/72.



