KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag till tentamen
den 12 januari 2005

1. a) I en triangel &r tva av sidlingderna 7 respektive 8 langdenheter och vinkeln
mellan dessa sidor dr 120°. Bestdm den tredje sidans léngd och triangelns area.

(3)
b) Bestdm sidlingderna i en triangel dar vinklarna &r 34°, 57° och 89° och triangelns
area dr 44 cm?. Ange svaren med tva viirdesiffror. (3)

c) Tva tangenter till en cirkel med radie » mots vid en vinkel av 45°. Hur stor dr
arean av det omrade som ligger mellan tangenterna och cirkeln? (3)

Losning: Vi kallar sidornas lingder for a, b och ¢ med a = 7 och b = 8. Enligt
cosinussatsen dr nu

A =a’>+b>—2abcos120° = >+ b +ab=7>+8%+7-8 =49+ 64+ 56 = 169 = 132

Alltsa ar den tredje sidans lingd ¢ = 13 ldngdenheter.

Triangelns area ges enligt areasatsen av
1 1 3
Sabsin 120° = 27 8% ~14V3

areaenheter.

b) Beteckna vinklarna ov = 34°, 3 = 57° och v = 89° och motstaende sidlangder a, b
och c. Vi har enligt sinussatsen att

a b c

sina  sinf siny’

Areasatsen ges att triangelns area kan skrivas som

1. lesinacesin3 . c? sin asin 3
T = —absiny = —— - siny = —————
2 2 siny sinvy 2sinvy

Vi kan ddrmed 16sa ut ¢ som

o 2T'siny  2-44sin89°

— = ~ 187,6 cm’
sinasin 8 sin34°sin 57° D

C



och ¢~ 13,7 cm. Pa samma sétt far vi

B 2T'sin3  2-44sin57°

— = ~ 132,0 cm?
sinasiny  sin34°sin 89° o

och 2T si 2 - 44 sin 34°
a? = = sn.mz == s1‘n ~ 58,7 cm?
sin@siny  sin57°sin 89°

vilket ger b ~ 11,5 cm och a ~ 7,66 cm.

c¢) Vi kallar tangeringspunkterna fér A och B, cirkelns centrum fér C' och tangenternas
skdrningspunkt for D. Vi har da en fyrhorning AC'BD med tva réta vinklar vid A och
B. Vinkeln D &r 45° och den fjirde vinkeln vid C' maste da vara 360°—90°—90°—45° =
135°.

Om vi betecknar avstandet mellan A och D {or ¢ kan vi med cosinussatsen fa tva
olika uttryck for kvadraten pa avstandet mellan A och B

r2 4+ 12 —2r? cos 135° = (2 + (% — 202 cos 45°
dvs
r’(2+v2) = (2 -V?2).

Vi kan alltsa 16sa ut ¢ som

22+V2 5, 2+ V2 2(2+v2)* _

B AT TER S R

och

2+V2 _
=

Fyrhorningen bestar av tva réatvinkliga trianglar med kateter r och ¢, vilket ger den
sammanlagda arean rf. Det aterstar nu att ta bort arean for cirkelsektorn for att
fa den sokta arean. Oppningsvinkeln i sektorn ér 135°, eller 37 /4 radianer. Sektorns
area dr ddrmed 37r?/8 och den sékta arean dr

3mr? 3T
0 — =1 — ) r?
T 3 (+\/_ 8>T

C=r r(14v?2).

Svar:

a) Den tredje sidans lingd &r 13 och arean #r 14v/3.
b) Sidldngderna &r 7,7 cm, 11 cm och 14 cm.
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c¢) Arean av omradet dr (1 ++/2 — 37/8)r2,

a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen

sin 51’—2—7T ——Q
3) 2

(3)
b) Bestdm ett ndrmevirde med tva gillande siffror till den minsta positiva l6sningen
till ekvationen
sinz 4+ 2cosx = V2

(4)

c) Bestdm samtliga l6sningar till ekvationen

sinx + sin 2x + sin 3x = 0.

(2)
Lésning: a) Viborjar med att infora ¢ = 5x—27 /3. Inom intervallet 0 < ¢ < 27 antar
sin(t) virdet —v/2/2 tva ganger, for t = 57 /4 och t = 77 /4. De andra lésningarna till
sint = —/2/2 fas genom periodiciteten av t = 57 /4+427n respektive t = 7r /44-27n,
déar n ar ett godtyckligt heltal.

Eftersom vi kan 16sa ut « som x = (t+27/3) /5 far vi samtliga 16sningar till ekvationen

som

% + 27n + 2{ 157 4+ 247mn + 87 237 2mn
xr = fr—

5 60 60jL 5

och
T+ 2mn+ %  2lr424wn 487 297 | 2m

xr=

) 60 60 )

b) Vi skriver vénsterledet som Asin(xz + ¢) = Acosgsinz + Asingcosx. For att
detta ska stdmma med det givna maste vi ha

Acosgp =1
Asing =2

vilket #r uppfyllt om A% = A2 cos? p+A%sin? ¢ = 12422 = 50ch ¢ = arctan2 ~ 1, 11.
Losningarna till ekvationen ges nu av

z + ¢ = arcsin(v2/V5) + 2mn

och

T+ ¢ =1 — arcsin(v2/V5) + 2mn



for godtyckliga heltal n. Vi har att arcsin(v/2/v/5) = 0,685. For n = 0 far vi z =
arcsin(v/2/v/5) — arctan2 & —0.422 och x = 7 — arcsin(+//v/5) — arctan2 a2 1, 35.
Eftersom perioden dr 27 = 6,28 sa maste den minsta positiva losningen vara r ~
1,35.

c) Med hjilp av additionssatsen for sinus kan vi skriva sin3z = sin(2z + z) =
sin 2z cosx + sinx cos 2x. Vi har ocksa att sin2x = sin(z + ) = 2sinx cosz och
cos 22 = cos(x + 1) = cos’x — sin®x = 2cos?z — 1. Dirmed far vi

sin3x = 2sinz cos® x + sinx(2cos*z — 1) = sinx(4 cos® z — 1)
Alltsa kan vi skriva om vénsterledet i ekvationen som

sinx + sin 2z 4+ sin3r = sinz + 2sinx cosx + sinz(4 cos® r — 1)
=sinx(l +2cosx + 4cos?x — 1)
= 2sinx cosz(1 + 2cosx)

Nollstéllena till sin x 4 sin 2z +sin 3z ges ddrmed av nollstéllena till de tre faktorerna
sinx, cosx och 1+ 2cosz. Nagon av de tva forsta ar noll precis vid varje multipel
av /2. Losningarna till 1 4+ 2cosx = 0 i intervallet —7 < x < 7 ges av & = +27/3.
Alltsa ges resterande 16sningar av +£27/3 + 27n.

Svar:

a) Losningarna #r 237/24 + 27n/5 och 297/24 4+ 27n/5, dédr n &r ett godtyckligt
heltal.

b) Den minsta positiva 16sningen ér z ~ 1,35. (77,3°)

c¢) Losningarna ar nm/2 och +27/3 + 27n, dir n ar ett godtyckligt heltal.

a) Berékna derivatan av funktionen

f(z) = /1 — e 22 cos(z)

som &r definierad for x > 0. Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler
som anvdnds och hur de anvénds. (3)

b) Anvind Newton-Raphsons metod for att bestimma ett ndrmevérde till nollstéllet
till funktionen f(z) = sin(z)+xz — 1. Utfor tva iterationer med startvérde x = 0.
och ange nollstéllet med korrekt antal géllande siffror. (4)

c) Hérled formeln for derivatan av en produkt av tva deriverbara funktioner. (2)

Lisning: a) Vi borjar med att skriva f(z) = /g(z), dir g(z) = 1 — e > cosz.
Eftersom derivatan av /x &r 1/(2/x) far vi enligt kedjeregeln derivatan av f(z) som




For att derivera g(z) behover vi kedjeregeln som ger att derivatan av e=2* dr —2e~2*

och produktregeln som ger att derivatan av e~2% cos x ir

—2e ¥ cosz 4 e ¥ (—sinz) = —(2cosx + sinz)e” >

Eftersom derivatan av konstanten 1 ar noll far vi nu

f'(w) =

g’(x) _ (2cosz +sinz)e” 2

24/9( 2WV/1—e2cosw

b) For att anvinda Newton-Raphsons metod behéver vi forst derivera funktionen
f(z) =sin(x) + x — 1 och vi far da f'(z) = cos(x) + 1. Nér vi borjar med z; = 0 far
vi nu

flz) sin(0)+0—1_0 -1 1
fix)  cos(0)+1 2 2

To = T1 —

och fle2) 1 sin(1/2)+1/2—1

=x — =-— ~ 0,51
BT T ) T 2 cos(1/2) + 1 ’
Korrektionen i nésta steg ar
in(0.51 Hl—1
f(zz)  sin(0.51) +0.5 ~ 0.002

f'(zs)  cos(0.51) + 1
vilket antyder att x3 ér ett ndrmevirde med tva géllande siffrors noggrannhet.

c¢) Vi kan skriva om differenskvoten for f(x)g(z) som

flet+h)g(z+h) - fle)g(x) _ flz+h)glz+h)— flx)g(z+h)

" WGIEDE fate)
:f(x%—h]i (x) oz +h) + f(z) (:E—i—h})L—g(a:)

Om bade f(z) och g(x) &r deriverbara har vi gréinsvirdena

flz+h) - f(x) gz +h) —g()

llzii% h = f'(z) och ;lng(l) — (o)
Dessutom ar
lim f(z + h) = h(x).
Déarmed far vi att
(@) = lim LI N = T2)o)

~ lim f(:c+h}1—f(x>g( + 1)+ lim £(2) (x+h]z_g(x)

- (}31% e hii - fm) QEE% g(z + h>> + f(x) (}fﬂ% fhes h;)L — 9<x>>

= ['(x)g(x) + f(x)g'(x)



Svar:

a) Derivatan ér f'(z) = (2cosx +sinz)/(2v/1 — e=?* cos x).

b) Nollstéllet &r = 0,51 med tva géllande siffrors noggrannhet.

a) Kurvan f(z) = sin(z) avgrinsar tillsammans med dess tangenter i punkterna
x = 0 och x = 7 ett omrade i planet. Berdkna arean av detta omrade. (4)

b) Samma omrade roterar kring z-axeln. Berdkna volymen av den rotationskropp
som bildas. (3)

c¢) Berdkna integralen

|
dz
e
med hjilp av ett variabelbyte. (2)

Losning: Vi borjar med att rita upp omradet. Vid = 0 &dr tangentens lutning 1
eftersom derivatan av sinx &dr cosx och cos0 = 1. Vid # = 7 &r tangentens lutning
cosm = —1. Vi far alltsa foljande figur

Vi kan fa omradets area genom integralerna
/2 w
/ (a:—sinx)der/ (m —x —sinx) dx
0 w/2

eller genom att ta triangelns area minus arean under sinuskurvan. Den forsta inte-
gralen ges av

/2 22 T2 2 2
/ (:c—sina:)dx:[—chosx} =—4+0-0+1)=—-1
0 2 0 8
och den andra ges av
n 2 m 2 2 2
/ (m—x—sinx)dx [mc - % +cosx} = 7T2—%+(—1)—(7Tg—%—|—0) = %—1
/2 /2

vilket ocksa kunde ses genom symmetrin med hjélp av den forsta integralen. Omradets
area ar alltsa
(T ) =8
8 4

b) Néar omradet roterar kring z-axeln bildas en rotationsvolym som kan ses som
skillnaden mellan rotationsvolymerna fér den 6vre och den nedre kurvan. Den &vre
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kurvan ger upphov till en dubbelkon med radie 7/2 och sammanlagd hojd 7 och
dess volym &r dérmed 7 - 72/4 - m/3 = m*/12. Vi kan ocksa riikna ut detta genom
integralerna

/2 T 377/2 (7r—m)3 m o -1
24 / —a)dr = 7% PR G2 ) ) WL
/0 mx” dr+ i m(r—x)de = |m 7], +| -7 L tor = o

Den inre rotationsvolymen ges av integralen

T
/ 7sin® x dx
0

x som (1 — cos2x)/2 far vi

/ 7rsin2xdx—/ Wﬂdx—[@_ﬂsm x} :W——O—(O—O):%.
0 0 0

Eftersom vi kan skriva om sin?

2 2 4 2

Volymen av den givna rotationskroppen &r saledes skillnaden

e e o))

12 2 12

¢) Vi genomfor variabelbytet ¢ = 1 4+ \/z och far da

och gréanserna andras till t = 1 + V0 = 1, respektive t = 1 + V1 =2. Alltsa &r

L | L9 1 2% — 2 2 2
/ dx:/ Vi dz = —dt:/2——dt
o 1+ 0 1+\f 2/ .t 1

=2t —2Int]? = (2-2—2In2) — (2-1—2In1) =2 —2In2.

Svar:

a) Arean dr (7% — 8)/4.

b) Volymen &r n%(7% — 6)/12.
der =2—2In2.

fo 1+\/_



