KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag till tentamen
den 29 augusti 2005

1. a) Om tva av sidorna i en triangel &r 5 meter respektive 6 meter. Vilka ldngder
pa den tredje sidans ldngd ger upphov till en triangel med en area pa minst 9
kvadratmeter. (5)

b) Jamfor arean av en regelbunden oktagon med sida 1/4/2 med en regelbunden
hexagon med sida 1. Vilken &r storst? (4)

Lésning: a) Om vinkeln mellan de tva angivna sidorna &r « ges arean av trianeln av
1 .
A= 3" 5-6sina

och vi far en olikhet 9 5
siha > — = —.

15 5
Om sina > 3/5 sa maste cos a ligga mellan —4/5 och 4/5. Enligt cosinussatsen far
vi den tredje sidans langd genom

a’> =b* + 2 — 2bccos o
Déarmed far vi A
a2252+62—2-5-6-5:25+36—48:13
och

4
a2352+62+2-5-6-5:25+36+48:109

Alltsa kan den tredje sidans ldngd variera mellan /13 och /109.

b) En hexagon med sidan ett 4r sammansatt av sex liksidiga trianglar med sidan ett.
vinklarna i en sadan triangel dr 60° och dess area ar darmed

13 _ V3

1 ) o
§~1'1sm60 =55 — 2

Hexagonens sammanlagda area #r déirmed 3v/3/2 = 2, 6.

En oktagon kan vi dela in i atta likbenta trianglar med vinkeln 45°. Om vi later r
vara sidorna kring denna vinkel far vi att oktagonens sida s uppfyller

§2 =712 412 —2r%cos45° = 221 — V/2/2) = (2 — V2)r?
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och arean av varje triangel ges enligt areasatsen av
7‘2\/§
1

Den sammanlagda arean av oktagonen ar saledes
2v2
2-+2

Vi hade nu att s = 1/ V2 vilket ger arean V2+1 =~ 2,4. Alltsa ar hexagonens area
storre.

1,
—r®sin45° =
27“ Sin

2V/2r% = s2 = (2v/2 + 2)s%

Svar:
a) Den tredje sidans lingd kan variera mellan v/13 och /109 for att arean skall
vara minst 9 kvadratmeter.
b) Hexagonens area dr 3v/3/2 ~ 2,6 areaenheter medan oktagonens bara #r 1 +
V2 ~ 2,4 areaenheter.
a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen

tan(2t + 7/5) = —V/3
(4)

b) Bestdm med tva vérdesiffrors noggrannhet konstanterna A och ¢ sadana att

Asin(z + ¢) = 5sinxz — 3cos .

(3)
c¢) Skriv cos4x som ett polynom i cosz. (2)

Lésning: a) Vi konstaterar forst att tanx = —+/3 har en 16sning for © = —m/3.
Eftersom tanz &r periodisk med period 7 far vi darmed alla 16sningar till tanx =
—V/3 som z = —m/3 + nr, for heltal n.

Med z = 2t + 7/5 far vi ddrmed att alla l6sningar till den ursprungliga ekvationen

ges av
T T s s s 8 T 47 T

—E+n2

"3 10 6 10 "2
b) Enligt additionssatsen for sinus far vi
Asin(z + ¢) = Asinz cos ¢ + A cos x sin ¢

och likstéller vi uttrycken far vi en 16sning om

Acos¢p =25,
Asing = —3.
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Genom att kvadrera bada ekvationerna och summera dem far vi

A*(cos® v +sin*z) = 52 + (—3)% = 34,

vilket ger A% = 34. Om vi nu delar med A = /34 far vi

cos¢p =5/v34~ 0,857,
sing = —3/v34 ~ —0,514.

Dérmed maste ¢ ligga i fjirde kvadranten i enhetscirkeln och enligt tabellen far vi
¢ ~ —0.54 radianer eller ¢ ~ —31°.

c) Vi

anvander additionsregeln for cosinus for att skriva om

cos 2 = cosxcosT — sinzsinz = cos’x — sin®x = 2cos® x — 1.

Nér vi sedan ser pa cos 4z = cos2(2x) far vi

2)
b)
)

)

cosdr = 2cos?2r — 1 = 2(2cosz — 1)*> — 1 = 8cos*z — 8cos v + 1.

Losningarna ges av = —47/15 4+ nx /2, dir n dr ett godtyckligt heltal.
A=+34~5,8.

cosdr = 8cos*xz — 8cos?x + 1.

Berakna derivatan av funktionen
f(z) = Inzsin® 2.

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvénds och hur de

anvinds. (3)
Berakna maximum och minimum for funktionen
(2) 202 + 8
a’; =
g 20+ 3

pa intervallet 0 < x < 3 och skissera grafen for funktionen pa samma intervall.
(4)

Om man behéver beriikna /57 med en miniriknare som saknar kvadratrotsfunk-
tion kan man anvidnda Newton-Raphsons metod. Anviand den for att berdkna

ett ndrmevarde med tre géllande siffrors noggrannhet utgaende fran startvérdet



Lésning: a) Vi anvinder produktregeln for derivera f(z) = Inzsin®*z = g(x)h(x),
med g(z) = Inz och h(x) = sin® x. Vi har att derivatan av g(z) = Inx #r ¢'(z) = 1/
och derivatan av h(z) = sin? z 4r enllgt kedjeregeln

h'(z) = 2sinz(sinz)’ = 2sinx cos z.
Enligt produktregeln &r nu
1
f'(z) = ¢ (x)h(z) + g(x)h' () = = sin’ x + Inz - 2sin z cos .
T

248
2z+3

b) Vi borjar med att derivera g(x) = for att hitta eventuella extrempunkter i

intervallet. Enligt kvotregeln har vi

_ (2274 8)(20+3) — (22° + 8)(2r +3)" _ 4dx(22 +3) — (22° +8) -2

/
g(@) (20 + 3] - (2 + 3)2
Aa? 4120 - 16 4(2® + 3z —4)
(22 +3)2 (22 +3)2

En inre extrempunkt ges av ett nollstélle till derivatan, som i det hér fallet motsvarar
ett nollstille hos tiljaren, 4(z2+3x—4). Vi l6ser andragradsekvationen x?+3z—4 = 0
och far x = —=3/2 + \/(—3/2)2 +4 = —3/2 £ 5/2. Den ena roten, x = —3, ligger
utanfor det aktuella intervallet medan den andra x = 1 ligger i intervallet. Eftersom
ndmnaren bara dr noll for x = —3/2 som ligger utanfor intervallet &r x = 1 den enda
inre extrempunkten. Vi jamfor viardena i intervallets é&ndpunkter,

2-024+8 8
)=~ T°_°
90)=5573 =3
och 2.-324+8 26
<37+
e P
9B =3373 "3
med vérdet 1 extrempunkten
2-124+8 10
1:7:—:2
=573 "3
och ser att
2<8<26
3 9

eftersom 18 < 24 < 26.

Alltsa ér g(1) = 2 funktionens minimum och ¢(3) = 26/9 ~ 2,89 funktionens max-
imum pa intervallet 0 < x < 3. Funktionen &r avtagande mellan 0 och 1 och sedan
vixande mellan 1 och 3. Grafen for funktionen ser ut som



c) Vi ser pa funktionen f(z) = x? — 57 och anviinder Newton-Raphsons metod
for att finna ett nollstélle till denna. Vi behover derivatan f'(x) = 2z och far da
iterationssteget

f(z) . x? — 57  xi457
f/(I‘Z) o 2$z o 2371

Tiy1 = Ty —

Om vi startar med xq = 7 far vi

2
2R 457 49457 53
e S S A

och
a2 +57  ER 457 5602 2801

21 2.8 742 371

Ty = ~ 7,55

Nér vi gor nésta justering kommer tredje decimalen inte att dndras eftersom

7,552 — 57

~ 0, 0002.
2-7,55 ’

() = (1/z)sin?z + 2Inxsinz cos z.

)

b) Maximum ges av g(3) = 26/9 och minimum av g(1) = 2.
) & = 7,55 &r en approximation av v/57 med tre gillande siffror.
)

a) Anvind en integral for att berikna arean av omradet mellan kurvan y = 2% och

linjen y = 2z + 3. (3)
b) Bestdm en primitiv funktion till f(z) = x?sin 2z genom att anvinda partiell
integration. (3)

¢) Bestdm volymen av den rotationskropp som bildas nir kurvan y = tan = roterar
kring z-axeln pa intervallet —7w/4 <z < /4. (3)

Lésning: a) Vi berdknar forst skdrningarna mellan kurvorna genom att losa ek-
vationen z? = 2x + 3. Efter kvadratkomplettering har vi (z — 1)? = 4, vilket ger
l6sningarna x = 1 £ 2. P& intervallet mellan 16sningarna ir 2z + 3 > 22, vilket gor
att arean mellan kurvorna ges av

3 2 373
/(235+3—a:2)da: :[Qx——l—?)a:—x—]
1 2 31,
3
:3%3-3—%—((—1)%3-(-1)-%)
2T 4+27-27-3+9-1 32
- 3 ]



b) Vi integrerar sin 2z och deriverar 2. I forsta steget far vi da
—cos 2 — cos 2
/xQSianda: = I‘ZW — /291; : ydx

Vi behover nu utfora ytterligare en partiell integration for att hantera den andra
termen. Vi far

r =T -

sin 2x sin 2x sin 2x — cos 2x
rcos2xdr =x —
2 2 4

Sammantaget far vi alltsa att

9 . z?cos2r  xsin2x  cos2x
x”sin 2z dx = — 5 + 5 + 1

c¢) Volymen av rotationskroppen ges av integralen
w/4 w/4
/ my(x)* dr = / 7 tan® () d
—7/4 —7/4

For att angripa denna integral kan vi anvanda substitutionen ¢ = tanx som gor att
granserna fordndras till —1 < ¢ < 1. Eftersom derivatan av tanx ges av

(o — (sinx) _ ((Cosx)(cosx) - (sin:p)(—sinx)) (1t tane)

COS T cos? x

far vi att skalan forédndras enligt

dt = (tanz)' dz = (1 + tan® z) dx.

/_l wdt = /7r/4 7(1 + tan?(x)) dz

1 —7/4

Alltsa far vi att

och darmed

/4 1 7r/4
/ rtan®(r)dr = / Tdt — / mde = [rt]', — [Wx[/:/zi

—7/4 1 —7/4
( ) 7'(-{—’_ _7T2 9 7T2
=T —\—-T)— —( — = 4T — —|.
4 4 2

Svar:

a) Arean mellan kurvorna ar 32/3 areaenheter.
b) (1/4 — x?/2) cos 2x + (x/2) sin 2z ér en primitiv funktion till z?sin 2.

c¢) Rotationsvolymen #r 27 — 72/2(~ 1, 35) volymnsenheter.



