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1 Första veckan — Geometri med trigonometri

Veckans begrepp

• cirkel, cirkelsegment, sektor, korda

• bågl̈angd, vinkel, grader, radianer

• sinus, cosinus, tangens

• areasatsen, sinussatsen, cosinussatsen

Frågor att besvara

• Vad är en linje, en cirkel, en sektor, ett segment och en korda?

• Hur kan vi skriva en ekvation för en cirkel?

• Vad är en vinkel och hur j̈amför man vinklar?

• Hur besẗammer man arean av en cirkelsektor eller ett cirkelsegment?

• Hur kan vi definiera sinus, cosinus och tangens med hjälp av r̈atvinkliga trianglar eller
enhetscirkeln?

• Hur får vi reda p̊a vinkeln om vi k̈anner till sinus eller cosinus för vinkeln? Beḧover vi veta
något mer?

• Hur besẗammer man en sidlängd eller en vinkel i en triangel om man vet två sidl̈angder
och en vinkel, en sidlängd och tv̊a vinklar eller tre sidl̈angder?



Problem att arbeta med

Här följer en upps̈attning uppgifter som har med första veckans material att göra. N̊agra av upp-
gifternaär sv̊ara, eller mycket sv̊ara, och deẗar inte ẗankt att man skall kunna lösa uppgifterna
på egen hand. Deẗar i sẗallet meningen att studenterna med hjälp av varandra och läraren skall
kunna arbeta med problemen och på det viset l̈ara sig n̊agot om geometri och trigonometri.

Övning 1.1 Besẗam längden av kordan som ges av skärningen mellan linjenx + y = 1/2 och
ehhetscirkeln.

Övning 1.2 Betrakta de punkter(x, y) som uppfyller olikheterna{
x2 + y2 ≤ 4,

y ≥ 1.

a) Rita upp omr̊adet och avg̈or vad detär för typ av omr̊ade.

b) Besẗam arean av omr̊adet.

c) Ers̈att den andra olikheten medx+ y ≥ 2 och besẗam arean av omr̊adet.

d) Ers̈att den andra olikheten medy ≥ c och besẗam hur arean av omr̊adet,A, beror p̊a c.
Skissera grafen för A(c).

Övning 1.3 Betrakta omr̊adet i planet som beskrivs av olikheterna
x2 + y2 ≤ 9,

x ≥ 0,
y ≥ x.

a) Rita upp omr̊adet och visa att deẗar en sektor.

b) Besẗamöppningsvinkeln, arean och båglängden f̈or sektorn.

c) Hur varierar arean av sektorn medc om den sista olikheten ersätts medy ≥ cx?

Övning 1.4 En triangel har tv̊a sidor av l̈angd a och en sida av l̈angd b. Uttryck sinus och
cosinus f̈or alla vinklar i triangeln med hj̈alp ava ochb. Förenkla uttrycken s̊a långt som m̈ojligt.
Vad ḧander om vi skrivera = m2 + n2 ochb = 4mn?.

Övning 1.5 En tetraederär en tredimensionell kropp med fyra triangelformade sidor. I en re-
gelbunden tetraeder̈ar alla fyra sidor liksidiga trianglar och tyngdpunkten i tetraedern har då
samma avstånd till alla fyra hörn.

• Hur långtär det avst̊andet i f̈orhållande till kanternas l̈angd?

• Om man st̊ar i tyngdpunkten och ser mot två olika ḧorn. Vilkenär då vinkeln mellan dessa?
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• Hur långa skall tetraedernas sidor vara för att den skall rymma en liter?

Övning 1.6 Longitud och latitud ger koordinater på jordytan som kan tänkas som en sfär med
omkretsen 40000km vid ekvatorn. Hur stortär avst̊andet mellan Stockholm och Göteborg? Ko-
ordinaternaär (59, 2◦N, 17, 6◦O) respektive(57, 4◦N, 12, 2◦O).

Övning 1.7 En triangelformad pl̊atbit med m̊atten 15 cm, 20cm och 30cm hålls upp mot solen
som lyser klar̈over Stockholm. Deẗar mitt på dagen p̊a midsommarafton.

a) Hur stor kan arean av skuggan av plåtbiten p̊a marken bli?

b) Hur stor kan den bli tre timmar senare?

(Jordaxelns lutning̈ar c:a 23◦.)

Övning 1.8 Besẗam ett uttryck f̈or arean av en triangel med hörn i punkterna(a1, b1), (a2, b2)
och(a3, b3).

Uppgifter fr ån kontrollskrivningar och tentamina.

Övning 1.9 [5B1134:Modell:1] Rita upp triangeln ABC medA = (1, 3), B = (2, 4) och
C = (5, 1).

a) Besẗam cosinus f̈or samtliga vinklar i triangeln. (4)

b) Avg̈or vilken av vinklarna som̈ar störst. (2)

c) Låt C röra sig efter linjenx = 5 och besẗam ett villkor p̊a C för att vinkelnB skall vara
den sẗorsta i triangeln. (3)

Övning 1.10 [5B1134:KS:1:2003] Rita upp triangeln ABC medA = (1, 2), B = (3, 5) och
C = (5, 1).

a) Besẗam sinus f̈or samtliga vinklar i triangeln genom att använda areasatsen.(Ledning: För
att besẗamma sidl̈angderna och arean av triangeln kan man skriva in den i en rektangel
med sidorna parallella med koordinataxlarna.) (4)

b) En av vinklarnäar nästan precis60◦. Vilkenär det, ochär den sẗorre eller mindreän60◦?
(2)

c) Nästa vecka kommer vi att studera subtraktionssatsen för cosinus, som s̈ager att

cos(α− β) = cosα cos β + sinα sin β.

Anv̈and denna f̈or att härleda ett uttryck f̈or cosinus av vinkeln mellan de två linjerna
y = kx ochy = `x, där k ≥ 0 och` ≥ 0. (3)
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Övning 1.11 [5B1134:Tentamen:031013:1]

a) I en triangelABC är sidanc = |AB| = 5, 1 cm och sidana = |BC| = 6, 7 cm. Vinkeln
vid A är α = 68◦. Besẗam n̈armev̈arden med tv̊a gällande siffror till den tredje sidans
längd och de b̊ada andra vinklarna med hjälp av n̊agon av triangelsatserna. (4)

b) Tv̊a cirklar sk̈ar varandra i tv̊a punkter som ligger p̊a avst̊and
√

2 från varandra. Cirk-
larnas radierär 1 respektive

√
2. Besẗam arean av det område som ligger innanför båda

cirklarna. (5)

Övning 1.12 [5B1134:Tentamen:031103:1]

a) En triangel har sidl̈angderna4 cm,5 cm och6 cm. Besẗam samtliga vinklar och arean av
triangeln. (5)

b) Vi får en rundad triangel fr̊an en liksidig triangel genom att sätta dit cirkelb̊agar med
centrum i ett av ḧornen och som g̊ar genom de andra tv̊a hörnen. Besẗam f̈orhållandet
mellan den rundade triangelns area och den ursprungliga triangelns area? (4)

Övning 1.13 [5B1134:Tentamen:040109:1]

a) Besẗam vinklarna i en triangel med sidlängderna11 cm,13 cm och17 cm. (4)

b) Hur stor del av en cirkels yta utgörs av en regelbunden sexhörning som har sina ḧorn på
cirkelns rand? (3)

c) Hur lång omkrets har en regelbundenn-hörning i förhållande till den cirkel dess ḧorn
ligger på? (2)

Övning 1.14 [5B1134:Tentamen:040821:1]I triangeln ABC har sidanAB längd7, sidan
BC längd5 ochcosB = 1/7.

a) Besẗam exakta v̈arden f̈or längden av den tredje sidan och cosinus för de b̊ada övriga
vinklarna. (5)

b) Låt S vara centrum f̈or en cirkel med som har alla triangelns hörn på periferin. Vi vet
nu att vinkelnASB är dubbelt s̊a stor som vinkelnC enligt en k̈and sats. Enligt satsen
för cosinus av dubbla vinkeln̈ar cos 2C = 2 cos2 C − 1. Anv̈and detta f̈or att besẗamma
cirkelns radie. (4)
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