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5B1134 Matematik och modeller

6 oktober 2004

1 Forsta veckan — Geometri med trigonometri

L 6sningsbrslag till uppgifter fr an kontrollskrivningar och tentamina
Ovning 1.1 Rita upp triangeln ABC med = (1,2), B = (3,5) ochC = (5, 1).

a) Besam sinusér samtliga vinklar i triangeln genom att aémda areasatsen.édning For
att bestmma sidhngderna och arean av triangeln kan man skriva in den i en rektangel
med sidorna parallella med koordinataxlarna.) (4)

b) En av vinklarnar nastan preci$0°. Vilkenar det, ochar den sbrre eller mindrean 60°?

(2)
c) Nasta vecka kommer vi att studera subtraktionssat8eadsinus, soméger att
cos(av — () = cos v cos B + sin asin f3.

Anvand dennadr att harleda ett uttryck ér cosinus av vinkeln mellan deéuinjerna
y = kx ochy = {x,dar k > 0 och/ > 0. 3)

Losning




Sidornas &ngder kan vid fran pythagoras sats genom att rita en rektangel (kvadrat) med sidor
parallella med koordinataxlarnadtriangelns brn ligger @ kanterna. Vidr pa det ittet att

AB| =,/(3-1)2+(5-22=v2+ 32 =13
BC| =\/(5-32+(1-52=V2+2=y20=2/5
AC] = \/5-12+(1-22=VEP+12=17

Arean av triangeln kan viaf genom att subtrahera de tre yttagvinkliga trianglarnas areordn
kvadratens area.

A-—42——%2-3——%2-4——%4-1-—16——3——4——2—-7

Med hjalp av areasatsen sorager att
1 . 1 . 1 :
A= §]AB] - JAC|sina = §|AB| -|BC|sinf = 5\30\ - JAC] sin~y

far vi nu att

2414
T JABlAC] T VBVIT
.24 14T
SO = 4Bl [BO] ~ Visva  Visvs
och
24 14T
PHTTIBCTIIAC] T VROV VAVIT

b) For att avgra vilket av dessaarden som ligger @rmastsin(60°) kan vi antingen @kna
ut narmevarden med miniknare, ellergmfora med det exaktaavdetsin(60°) = /3/2. For
vinklar mellan0 och90° vaxer sinus med vinkeln. &me\arden ger

sin v ~ 0.94, sin 3 ~ 0.87 och siny ~ 0.76

och enligt tabellen ger det att vinklar@a ungeér 70°, 60° och 50°. Alltsa ligger 3 nara60°.
Vi kan nu jamfora de exakta ardena or sin 3 ochsin(60°) = +/3/2 genom att kvadrera dem
eftersom RAdaar positiva. Vi far

2 9 8B 2 _ 3

_ _ 2 h  (sin(60°)) = °.
T35~ 68 oc (sin(60°)) 1

(sin 3)

Vi ser nu att(sin 3)? > (sin(60°))? och dairmed ockasin 5 > sin(60°) eftersom

49 3 196 195

— > == — > —.
65 4 260 ~ 260
Eftersom sinus &xer med vinkeln mellaf® och90° ar 5 storrean60°.
c) Vi ser & vinklarna mellan linjerna och-axeln, som vi kan kalla respektives.
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kl____
(0% 3 €T ﬁ | T
1 1
Vi ser pa det viset att
cosq = L osf3 = L sina = i och sinf = ¢
VIR V12 VIR 1+

Vinkeln mellan linjerna ges av — f3, eller 5 — a, men enligt subtraktionssatsan
cos(av — 3) = cosawcos B + sinasin f = cos(f — «)

och med ara varden blir nu

1 1 N k ¢ 1+ k¢
VIFRVIFEZ VI+EVI+R V1+k2V1I+ 2

cosacos 3+ sinasin f =

Svar:

. o 14 . _ 7 . _ 7
a) sina = i, sinf = Jppoz ochsiny = 2.

b) Vinkeln S ligger rara60°, menar lite sbrrean60°.
c) Cosinus dr vinkeln mellan linjerna ges a\l + k¢)/(v/1 + k*>v1 + £2).

Ovning1.2  a) |l en triangelABC &r sidanc = |AB| = 5,1 cm och sidam = |BC| = 6,7
cm. Vinkeln vid4 ar o = 68°. Besim rarmearden med t& gallande siffror till den tredje
sidans &ngd och de &da andra vinklarna med KJp av rAgon av triangelsatserna. (4)

b) Tva cirklar skar varandra i tv@ punkter som ligger & avsénd v/2 frén varandra. Cirk-
larnas radierar 1 respektivey/2. Besim arean av det ondide som ligger innaif bada
cirklarna. (5)

Losning a) Sinussatserager att

sinaw  sinff  sinvy

a b c
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Vi kan ur detta dsa utsin v som

csina 5, 1sin68°
a 6,7

siny = ~ 0,706

Enligt tabellen &r vi darfor atty ~ 45°. Eftersomsin 180° — x = sin = skulle vi ock$ kunna ha
v ~ 180° — 45° = 135°, men defar onbjligt eftersom68° + 125° > 180°. Den tredje vinkeln
maste éirmed varad ~ 180° — o — 3 = 180° — 68° — 45° = 67°. Den sista sidarés genom

asinff  6,7sin67° 6,7-0,921

b= e~ 0,927 0,927 6,7

b) Vi ritar forst en figur:

Vi beraknar areorna av dedwirkelsegment som tillsammans bildar éGuet som ligger i &gge
cirklarna. Oppningsvinkeln i det mindre segmentat60°, dvs ¢ = 7/3 radianer, eftersom
skarningspunkterna bildar en liksidig triangel tillsammans med centiumdén sbrre cirkeln.
Alltsa ar arean av cirkelsektorn

\/52 T2 om

T T3y
For att fa segmentets areadste vi dra bort arean av den liksidiga triangeln, dy8 - v/2 -
V2sinT/3 = +/3/2, och vifar /3 — /3/2.
Det andra segmentet har éppningsvinkel p ¢y = 90°, eftersom sidingderna i triangeln

som bildas av skrningspunkterna och centruidrfden mindre cirkeln uppfyller Pythagoras sats

Vv2° = 12 + 12. Arean av cirkelsektor blir arfor

12 T s
¢— = — = —,
2 2.2 4

Vi drar bort triangelns area, dvs/2 - 1 - 1sin7/2 = 1/2 och far att arean av segmentat
T/4—1/2.
Den efterfgade areaar summan av areorna av détsegmenten, dvs

1 1
V3 m 1 Tr V34 ~ 0,467.
2 2 12 2

m ™
3 4
Svar:

a) Den tredje sidaar6, 7 cm och vinklarnar 5 ~ 67° ochy ~ 45°.

b) Arean av omiidet som ligger i &igge cirklarnar 77 /12 — (v/3 +1)/2 ~ 0, 467cm?.

Ovning 1.3 a) En triangel har sidingdernat cm,5 cm och6 cm. Besim samtliga vinklar
och arean av triangeln. (5)



b) Vi far en rundad triangel fan en liksidig triangel genom attagta dit cirkelthgar med
centrum i ett av brnen och som & genom de andra & hornen. Besim orhallandet
mellan den rundade triangelns area och den ursprungliga triangelns area? (4)

Losning a) Vi kan anm@nda oss av cosinussatsén &tt bestimma vinklarna. Om sidhgderna
ara =4,b = 5ochc = 6 farvi

a’? =0+ —2bccosa
vilket ger att

V+c?—a?> 52+62—-4%2 45 3
cosa = = =—=-,

2be 2.5-6 60 4

Pa sammatt far vi
3 a? + % — b? 42 + 6% — 52 27 9
COS = = _ =
2ac 2:4-6 48 16

och

a® 4+ b? — 2 42 4+ 52 — 62 5 1
cosy = = —

2ab 2.4-5 40 8
Vi far nu vinklarna genonav = arccos(3/4) ~ 41°, 8 = arccos(9/16) =~ 56° ochy =
arccos(1/8) ~ 83°.
For att bestmma areand, kan vi annda areasatsen som ger
VT 15VT

1 1
A:§bcsina:§-5-6-T:T%9,9

dar vi anvant attsin o« = /1 — cos?a = (/1 — 9/16 = /7 /4 enligt Pythagoras sats.

b) Vi borjar med att rita en figur.

Det som finns med i den rundade triangeln men inte i den ursprur@glige lika stora cirkelseg-
ment. Om vi antar att triangeln har siigdr, har cirkelsegmenten radieoch oppningsvinkeln
7 /3 radianer. Motsvarande cirkelsektor harfibr arean

m 7”2 . 7'('7”2
3 2 6
och triangeln har area
1, . © 12/3
—risin - = .
2 3 4

Eftersom cirkelsegmentets argaskillnaden mellan cirkelsektorns area och triangelns d@nea f
vi cirkelsegmentets area till
a2 23

6 4




Hela den rundade triangelns ai@asaledes

EI <7r7"2 wg)

4 6 4

9 .

Forhallandet mellan den rundade triangelns area och den ursprungliga triangelés area
-
2
— T 9~1,63

2
r2\/3 V3
4

Svar:

a) Vinklarnaar o = arccos(3/4) ~ 41°, § = arccos(9/16) ~ 56°, v = arccos(1/8) ~ 83°
och triangelns arear 151/7/4 ~ 9, 9 kvadratcentimeter.

b) Forhallandet mellan areorrér 27/v/3 — 2 ~ 1, 63.

Ovning 1.4  a) Besam vinklarnai en triangel med sidihgdernall cm,13 cm ochl7 cm.(4)

b) Hur stor del av en cirkels yta ubgs av en regelbunden seaximing som har sina trn pa
cirkelns rand? 3)

c) Hur lang omkrets har en regelbundenhorning i forhallande till den cirkel dessdrn
ligger pa? 2

Losning a) Vi anvander cosinussatsedrfatt beshmma vinklarna. Om sidorréaa = 11,0 = 13
ochc = 17 har via? = b? + ¢ — 2bc cos a, Vilket ger

P+ —a® 1324172117 337

cosa =

2be 2.13-17 442
Pa sammaatt far vi
a?+ 2 — b? 112 + 172 — 132 241
cos 3 = = -2
2ac 2-11-17 374
och
a?+ b —c 112+ 132 — 172 1
cosy = = =

2ab 2-11-13 286
For att fa vinklarna an@nder vi arccosinus, oclifa ~ 40, 3°, 5 ~ 49,9° ochy ~ 89, 8°.
b) En regelbunden sekming kan &is genom att&ta samman sex liksidiga trianglar.



For att fa reda @ hur stor del av arean som séxhingen upptaracker det att segpen av de sex
sektorerna. Om sidan i sedmingenarr ar arean av varje triang§I~2 sin/3 = r2\/3/4. Arean
av cirkelsektorrar 712 /6. Alltsa ar andelen som segmingen upptar

rV3/4  3V3
r2/6  2m

~ 0,83

c) Precis som i uppgift b)acker det att segpen sektor i taget. & det gller en regelbunden
n-horning kan den delas ins likbenta trianglar octoppningsvinkeln i motsvarande sekéar
27 /n. Baglngden R cirkelsektorrér 277 /n och sidarér 2r sin 7 /n, vilket ger kvoten

2rsinT/n _ nsinw/n

2rr/n T

Svar:

a) Vinklarnaar o = arccos(337/442) ~ 40,3°, # = arccos(241/374) ~ 49,9° och~y =
arccos(1/286) ~ 89, 8°.

b) Andelen av areaar3/3/27 ~ 0, 83.

c) Kvoten mellan omkretsarrig (n/m) sin 7 /n.

Ovning 1.5 | triangeln ABC' har sidanAB langd?, sidanBC langd5 ochcos B = 1/7.

a) Besim exakta &rden BHr langden av den tredje sidan och cosints dle bAda dvriga
vinklarna. (5)

b) Lat S vara centrum ér en cirkel med som har alla triangeln®m pa periferin. Vi vet
nu att vinkelnASB ar dubbelt & stor som vinkelr' enligt en land sats. Enligt satsen
for cosinus av dubbla vinkelar cos 2C = 2cos? C' — 1. Amand detta dr att bestmma
cirkelns radie. (4)

Losning Beteckna sidingderna med = |BC|, b = |AC| ochc = |AB]|. a) Enligt cosinussatsen
arb? = a® + ¢ — 2accos B, vilket i vart fall ger

1
b2:52+72—2'5-7~?:25+49—10:64.

Darmedar den tredje sidingdenh = /64 = 8. Vi kan nu anénda cosinussatsen igeir fatt
bestmmacos A ochcos C' genom
P+ c?—a® 4775 88 11

2b¢ 2.8-7  14-8 14

cos A =

och
C_a2+62—c2_52+82—72_ 40
SV =T T 2.5-8  2.40 2




b) Lat R vara den &kta radien. Enligt det givna sambandat ¥i cos 2C = 2cos?’C — 1 =
2/4 — 1 = —1/2. Vikan nu ananda cosinussatsea friangelnAS B som har ta sidor av&ngd
R och en sida avdngd7. Vi far

R’24+ R>—-2-R-Rcos20C = 72

vilket ger
—1
R*(2 — 27) =72
Alltsaar 19
R*=—
3

ochR = ,/49/3 = 7/+/3.
Svar:

a) Den tredje sidan&hgdarb = 8 och cosinusdr dedvriga vinklarnaarcos A = 11/14 och
cosC =1/2.

b) Radien &r cirkelnar R = 7/+/3.



