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2 Andra veckan — Trigonometri

Lösningsf̈orslag till uppgifter fr ån kontrollskrivningar och tentamina

Övning 2.1 a) Besẗam samtliga l̈osningar till ekvationen

sin(ωt+
π

2
) = −1

2
,

där ω = 100π. (4)

b) Skriv om5 sinωt− 12 cosωt på formenA sin(ωt+ φ). (3)

c) Besẗam det sẗorsta och det minsta v̈ardet av funktionen

f(x) = a sin x+ b cosx+ c

där a, b ochc är reella konstanter. (2)

Lösning: Vi kan börja med att skriva omsin(ωt+π/2) = cos(π/2− (ωt+π/2)) = cos(−ωt) =
cos(ωt). Därmed kan ekvationen också skrivas som

cos(100πt) = −1

2
.

Eftersomcosx antar v̈ardet−1/2 för x = 2π/3 ochx = −2π/3 i intervallet−π < x ≤ π får vi
att samtliga l̈osningar till ekvationen

cosx = −1

2
ges av

x =
2π

3
+ 2πn och x = −2π

3
+ 2πn,

därn är ett godtyckligt heltal. S̈atter vi inx = ωt = 100πt i dessa f̊ar vi

100πt =
2π

3
+ 2πn och 100πt = −2π

3
+ 2πn,



vilket kan skrivas som

t =
1

150
+

n

50
och t = − 1

150
+

n

50
.

b) Vi vill f örs̈oka skriva5 sinωt−12 cosωt = A sin(ωt+φ). Om vi anv̈ander additionssatsen
för sinus f̊ar vi att

A sin(ωt+ φ) = A sin(ωt) cosφ+ A cos(ωt) sinφ

Vi beöver d̈arför ha {
A cosφ = 5
A sinφ = −12

Om vi kvadrerar b̈agge ekvationerna och lägger ihop f̊ar vi

A2 cos2 φ+ A2 sin2 φ = 52 + 122 = 169

som enligt trigonometriska ettan betyder attA2 = 169 = 132. Därmed kan vi v̈alja A = 13.
Sätter vi in detta i ekvationerna igen får vi{

cosφ = 5/13
sinφ = −12/13

och vi får nutanφ = sinφ/ cosφ = −12/5. Vi kan se attφ ska ligga i fj̈arde kvadranten eftersom
sinusär negativt och cosinus̈ar positivt. Allts̊a kan vi skriva

5 sinωt− 12 sinωt = 13 sin(ωt+ φ)

därφ = arctan(−12/5) (≈ −1, 18, enligt tabell.)
c) Vi kan precis som i uppgift b) skrivaa sin x + b cosx + c = A sin(x + φ) + c. Med hj̈alp

av additionsformeln f̊ar vi igen att

A sin(x+ φ) = A sin x cosφ+ A cosx sinφ

och vi får d̊a att {
A cosφ = a
A sinφ = b

vilket på samma s̈att som tidigare ger

A2 = a2 + b2.

Eftersomsin(x+ φ) varierar mellan+1 och−1 kommera sin x+ b cosx+ c att variera mellan√
a2 + b2 + c och−

√
a2 + b2 + c.

Svar:

a) Samtliga l̈osningar ges avt = ±1/150 + n/50, därn är ett godtyckligt heltal.
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b) 5 sinωt− 12 cosωt = 13 sin(ωt+ φ) därφ = arctan(−12/5) ≈ −1, 18.

c) Det sẗorsta v̈ardetär c+
√
a2 + b2 och det minstäar c−

√
a2 + b2.

Övning 2.2 a) Besẗam samtliga l̈osningar till ekvationen

sin 4x = cos 5x.

(3)

b) Besẗam samtliga l̈osningar till ekvationen

cosx− sin x =
1√
2
.

(4)

c) Anv̈and formeln f̈or cosinus av dubbla vinkeln för att finna ett exakt uttryck för sin π/12.
(2)

Lösning: a) Vi kan skriva om v̈ansterledet somcos(π/2−4x), och eftersomcos a = cos b, precis
oma = b+ 2πn, ellera = −b+ 2πn, för något heltaln får vi på s̊a s̈att att l̈osningen till

cos
(
π

2
− 4x

)
= cos 5x

ges av l̈osningarna till ekvationerna

π

2
− 4x = 5x+ 2πn och

π

2
− 4x = −5x+ 2πn.

Den första av dessa har lösningarna

x =
π − 4πn

2 · 9
=
π(1− 4n)

18

och den andra har lösningarna

x =
−π + 4πn

2
=
π(4n− 1)

2

därn i båda fallen̈ar ett godtyckligt heltal.
b) Vi börjar med att skriva omcosx − sin x på formenA cos(x + φ). När vi anv̈ander addi-

tionssatsen p̊a det senare får viA cosx cosφ−A sin x sinφ, och liksẗaller vi dessa uttryck f̊ar vi
ekvationerna {

A cosφ = 1,
A sinφ = 1.
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Genom att kvadrera och addera dessa två ekvationer f̊ar viA2(cos2 φ+ sin2 φ) = A2 = 2, dvs vi
kan v̈aljaA =

√
2. Vi f år d̊a attcosφ = sinφ = 1/

√
2, och vi kan v̈aljaφ = π/4. Alltså kan vi

skriva ekvationen som √
2 cos

(
x+

π

4

)
=

1√
2
.

eller

cos
(
x+

π

4

)
=

1

2
.

Eftersomcos a = 1/2 för a = ±π/3 + 2πn, därn är ett godtyckligt heltal f̊ar vi

x+
π

4
= ±π

3
+ 2πn

vilket kan skrivas som

x = −π
4
± π

3
+ 2πn =

(−3± 4)π

12
+ 2πn.

c) Formeln f̈or cosinus av dubbla vinkeln kan vi få från additionssatsen genom

cos 2x = cos(x+ x) = cosx cosx− sinx sin x = cos2 x− sin2 x.

Enligt trigonometriska ettan kan vi dessutom skrivacos2 x−sin2 x = 1−2 sin2 x. Om vi nu l̊ater
x = π/12 har vi att2x = π/6 och vi känner till det exakta v̈ardet f̈or cos Π/6, nämligen

√
3/2.

För att f̊a reda p̊a sin π/12 = sin x beḧover vi lösa ekvationen

1− 2 sin2
(
π

12

)
=

√
3

2
.

Vi kan skriva om den som

sin2
(
π

12

)
=

2−
√

3

4

och genom att dra roten ur detta får vi

sin
(
π

12

)
=

√
2−
√

3

2

eftersom vi vet attsin(π/12) är positivt.
Svar:

a) Lösningarnäarx = π(1− 4n)/18 ochx = π(4n− 1)/2 därn är ett godtyckligt heltal.

b) Lösningarnäarx = (−3± 4)π/12 + 2πn därn är ett godtyckligt heltal.

c) Ett exakt v̈ardeär sin(π/12) = (
√

2−
√

3)/2.
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Övning 2.3 a) Besẗam samtliga l̈osningar till ekvationen

tan 2x =
√

3.

(3)

b) För att besẗamma extremv̈ardena f̈or funktionenf(x) = sin 2x cosx leds man till att finna
nollställena till derivatang(x) = f ′(x) = 2 cos 2x cosx− sin 2x sin x. Förenkla uttrycket
för g(x) och besẗam alla lösningar till den trigonometriska ekvationeng(x) = 0. (4)

c) Härled formeln

cos
π

12
=

√
2(1 +

√
3)

4
med hj̈alp av n̊agon av additionsformlerna. (2)

Lösning: a) Eftersomtanx är periodisk med periodπ får vi atttan 2x är periodisk med period
π/2. För −π/2 < x < π/2 antartanx varje v̈arde precis en g̊ang, ochtanπ/3 =

√
3. Vi f år

därför att samtliga l̈osningar till ekvationen ges av

2x = π/3 + nπ

ellerx = π/6 + nπ/2, därn är ett godtyckligt heltal.
b) Vi f år anv̈anda oss av formlerna för dubbla vinkeln, dvs

cos 2x = cos(x+ x) = cos2 x− sin2 x
sin 2x = sin(x+ x) = sinx cosx+ cosx sin x = 2 sinx cosx

När vi s̈atter in dessa i uttrycket för g(x) får vi

g(x) = 2(cos2 x− sin2 x) cos x− 2 sin x cosx sin x = 2 cosx(cos2 x− 2 sin2 x).

Vi ser nu attg(x) = 0 precis om antingencosx = 0, dvs omx = π/2 + nπ, eller omcos2 x −
2 sin2 x = 0. Det senare kan skrivas om somtan2 x = 1/2, eftersom vi kan utg̊a från attcosx
inte är noll. Alltså blir lösningarna f̈or den andra delen atttan = ±1/

√
2, vilket betyderx =

± arctan 1/
√

2 + nπ.
c) Vi kan anv̈anda oss av attπ/12 = π/3− π/4 och att

cos(x− y) = cosx cos y + sinx sin y

vilket ger

cos
π

12
= cos

(
π

3
− π

4

)
= cos

π

3
cos

π

4
+ sin

π

3
sin

π

4
=

1

2

√
2

2
+

√
3

2

√
2

2

=

√
2 +
√

2
√

3

4
=

√
2(1 +

√
3)

4

vilket skulle visas.
Svar:
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a) Lösningarnäarx = π/6 + nπ/2, därn är ett godtyckligt heltal.

b) Vi kan skrivag(x) = 2 cosx(cos2 x − 2 sin2 x) och lösningarnäar x = π/2 + nπ, och
x = ± arctan(

√
2/2) + nπ ≈ ±0, 62 + nπ därn är ett godtyckligt heltal.

Övning 2.4 a) Skriv omsin x−
√

3 cos x på formenA sin(x+ φ). (3)

b) Anv̈and resultatet fr̊an a) f̈or att besẗamma samtliga l̈osningar till ekvationen

sinx−
√

3 cos x =
√

2.

(4)

c) Härled, med hj̈alp av additionsformlerna och trigonometriska ettan, formeln för sin(x/2)
uttryckt i cosx. (2)

Lösning: a) För att skrivasin x−
√

3 cos x somA sin(x+ φ) ser vi p̊a hur additionsformeln för
sinus fungerar. Vi f̊ar

A sin(x+ φ) = A sinx cosφ+ A cosx sinφ

och d̈armed skulle vi beḧova ha {
A cosφ = 1,

A sinφ = −
√

3.

På grund av den trigonometriska ettan får viA2 = 12 + (−
√

3)2 = 1 + 3 = 4, och vi kan v̈alja
A = 2. Då får vi {

cosφ = 1/2,

sinφ = −
√

3/2.

vilket är uppfyllt för φ = −π/3. Därmed kan vi skrivasin x−
√

3 cos x som2 sin(x− π/3).
b) Vi skriver nu om ekvationen som

2 sin(x− π/3) =
√

2

vilket är detsamma som

sin(x− π/3) =

√
2

2

Eftersom sinusfunktionen antar värdet
√

2/2 för π/4 + 2πn och3π/4 + 2πn får vi lösningarna
genom

x− π/3 = π/4 + 2πn

och
x− π/3 = 3π/4 + 2πn.

Detta ger

x =
7π

12
+ 2πn
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och

x =
13π

12
+ 2πn

därn är ett godtyckligt heltal.
c) Eftersom additionsformeln för cosinus tillsammans med trigonometriska ettan ger

cos(2y) = cos(y + y) = cos2 y − sin2 y = 1− 2 sin2 y

kan vi skriva

sin2 y =
1− cos 2y

2

och medy = x/2 får vi

sin2 x

2
=

1− cosx

2
.

När vi drar roten ur detta får vi alltid något icke-negativt. Eftersomsin x/2 ≥ 0 för 0 ≤ x ≤ 2π
ochsinx ≤ 0 för 2π ≤ x ≤ 4π, får vi

sin
x

2
=


√

1−cosx
2

om 0 ≤ x− 4πn ≤ 2π för något heltaln,

−
√

1−cosx
2

om 2π ≤ x− 4πn ≤ 4π för något heltaln.

Svar:

a) sinx−
√

3 cos x = 2 sin(x− π/3).

b) Lösningarnäarx = 7π/12 + 2πn ochx = 13π/12 + 2πn, därn är ett godtyckligt heltal.

c) sin(x/2) = ±
√

(1− cosx)/2, med positivt tecken om4πn ≤ x ≤ 4πn + 2π för något
heltaln, annars negativt.

Övning 2.5 a) Besẗam samtliga l̈osningar till ekvationen (4)

cos
(

3x− π

4

)
= − 1√

2
.

b) Anv̈and additionsformlerna och trigonometriska ettan för att skriva omsin 3x som ett po-
lynom isinx ochcos 3x som polynom icosx. (5)

Lösning: a) Om0 ≤ y ≤ 2π ochcos y = −1/
√

2 måstey = 3π/4 eller y = 5π/4. Alltså finns
enbart l̈osningar om

3x− π

4
=

3π

4
+ 2πn

eller

3x− π

4
=

5π

4
+ 2πn
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därn är ett godtyckligt heltal. N̈ar vi löser utx ur dessa ekvationer får vi

x =
π + 2πn

3
eller x =

3π + 4πn

6
.

b) Vi använder oss f̈orst av additionsformlerna för att skriva omsin 2x och cos 2x. Vi f år
sin 2x = sin(x + x) = sinx cosx + cos x sinx = 2 sin x cosx och cos 2x = cos(x + x) =
cos2 x − sin2 x, vilket med hj̈alp av trigonometriska ettan kan skrivas som2 cos2 x − 1 eller
1− 2 sin2 x.

Vi börjar medsin 3x och f̊ar

sin 3x = sin(2x+ x) = sin 2x cosx+ cos 2x sin x
= (2 sin x cosx) cos x+ (1− 2 sin2 x) sin x
= 2 sinx(1− sin2 x) + sinx− 2 sin3 x = 3 sinx− 4 sin3 x

somär ett polynom isin x. På liknande s̈att får vi medcos 3x att

cos 3x = cos(2x+ x) = cos 2x cosx− sin 2x sin x
= (2 cos2 x− 1) cosx+ (2 sinx cosx) sin x
= 2 cos3 x− cosx− 2(1− cos2 x) cos x = 4 cos3 x− 3 cos x.

Svar:

a) Lösningarnäarx = π/3 + 2πn/3 ochx = π/2 + 2πn/3, därn är ett godtyckligt heltal.

b) Vi f år attsin 3x = 3 sinx− 4 sin3 x ochcos 3x = 4 cos3 x− 3 cos x.
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