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4 Fjärde veckan — Derivator med tillämpningar

Lösningsf̈orslag till uppgifter fr ån kontrollskrivningar och tentamina

Övning 4.1 Betrakta funktionen

f(x) =
sin x− cosx

ex
.

a) Formulera regeln f̈or derivering av en kvot och använd den f̈or att ber̈akna derivatan av
f(x). Förenkla uttrycket s̊a långt som m̈ojligt. (3)

b) Skissera grafen för f(x) på intervallet0 ≤ x ≤ π och besẗam maximum och minimum av
f(x) på samma intervall. (4)

c) Funktioneny = f(x) är lösningen till endifferentialekvation

y′′ + ay′ + by = 0.

Besẗam konstanternaa ochb. (2)

Lösning: Deriveringsregeln f̈or en kvot s̈ager att omf(x) = g(x)/h(x) ochg(x) ochh(x) är
deriverbara s̊a ärf(x) deriverbar med derivata

f ′(x) =
g′(x)h(x)− g(x)h′(x)

h(x)2
.

I vårt fall har vig(x) = sin(x)− cos(x) ochh(x) = ex. Eftersom b̊ada dessäar deriverbara med
g′(x) = cos(x) + sinx ochh′(x) = ex får vi

f ′(x) =
(cosx+ sinx)(ex)− (sinx− cosx)(ex)

e2x
=

2 cos x

ex
= 2e−x cosx.

b) För att finna maximum och minimum på intervallet unders̈oker vi intervallets̈andpunkter
och nollsẗallena hos derivatanf ′(x). För x = 0 får vi

f(0) = (sin 0− cos 0)/e0 = (0− 1)/1 = −1.



För x = π får vi
f(π) = (sin π − cos π)/eπ = (0− (−1))e−π = e−π.

Nollställena f̈or derivatanf ′(x) ges enligt a) l̈osningarna till ekvationen

2e−x cosx = 0

Eftersome−x aldrig kan vara noll, ochcosx = 0 precis f̈or x = π/2 i intervallet0 ≤ x ≤ π får
vi att det enda nollstället vi beḧover betraktäarx = π/2. För x = π/2 har vi

f(π/2) = (sin(π/2)− cos(π/2))/eπ/2 = (1− 0)e−π/2 = e−π/2.

Eftersome−x är en avtagande funktion̈ar e−π/2 ≥ e−π och d̈armedär e−π/2 funktionens maxi-
mum p̊a intervallet. Funktionens minimum ges av−1 eftersom de andra två värdena var positiva.
Grafen f̈or funktionen ges av

c) Vi har redan r̈aknat utf ′(x), men beḧover forts̈atta med

f ′′(x) = (2e−x cosx)′ = −2e−x cosx− 2e−x sin x = −2e−x(cosx+ sinx).

Om vi nu s̈atter iny = f(x) i y′′ + ay′ + by = 0 får vi

−2e−x(cosx+ sinx) + 2ae−x cosx+ be−x(sinx− cosx) = 0

och eftersome−x inte kan vara noll kan vi dividera med det och få

−2 cos x− 2 sin x+ 2a cosx+ b sin x− b cosx = 0.

Om vi samlar ihop sinus och cosinus för sig blir det

(b− 2) sin x+ (2a− b− 2) cosx = 0.

Om vi nu s̈atter inx = π/2 får vi att b = 2 och s̈atter vi in x = 0 får vi a = (b + 2)/2 =
(2+2)/2 = 2. Eftersom hela v̈ansterledet d̊a blir noll ärf(x) en lösning till differentialekvationen
y′′ + 2y′ + 2y = 0.
Svar:

a) f ′(x) = 2e−x cosx.

b) Maximumärf(π/2) = e−π/2 ≈ 0, 21 och minimumärf(0) = −1.

c) Konstanterna ges ava = b = 2 ochy = f(x) är en l̈osning tilly′′ + 2y′ + 2y = 0.

Övning 4.2 Betrakta funktionenf(x) = sinx+ 2 cos2 x.

a) Formulera kedjeregeln och använd den f̈or att ber̈akna derivatan av funktionenf(x). (3)

b) Besẗam n̈armev̈arden till maximum och minimum för f(x) på intervallet0 ≤ x ≤ 2π med
två gällande siffror. (4)
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c) Besẗam exakta v̈arden f̈or maximum och minimum för funktionenf(x). (2)

Lösning: a) Kedjeregeln s̈ager att derivatan av en sammansättning av funktioner,F (x) = h(g(x)),
ges av

F ′(x) = h′(g(x))g′(x).

I vårt fall beḧover vi anv̈anda kedjeregeln på termencos2 x somär sammans̈attningen avh(x) =
x2 och g(x) = cos(x). Eftersom derivatan avh(x) är h′(x) = 2x och derivatan avg(x) är
g′(x) = − sin x får vi att derivatan avcos2 x är

2(cosx)(− sin x) = −2 cos x sinx

och derivatan avf(x) blir därmed

f ′(x) = cosx+ 2(−2 cos x sin x) = cosx− 4 cos x sin x.

b) För att finna maximum och minimum på intervallet beḧover vi se p̊a intervallets̈andpunkter
och nollsẗallena till derivatan. (Funktionen har en derivata i alla punkter.)Ändpunkternäarx = 0
ochx = 2π och funktionen antar samma värde i dessa punkter eftersom både sinus och cosinus
är periodiska med period2π. Vi f årf(0) = f(2π) = sin 0 + 2 cos2 0 = 2.

Nollställena till derivatan f̊ar vi genom att l̈osa ekvationenf ′(x) = 0, dvs

cosx− 4 cos x sin x = 0.

Vi kan faktorisera den som
cosx(1− 4 sin x) = 0

och ser att vi har l̈osningar omcosx = 0 eller 1 − 4 sin x = 0. Det första ḧander precis d̊a
x = π/2, ellerx = 3π/2, och vi får i dessa fall att

f(π/2) = sinπ/2 + 2 cos2 π/2 = 1 + 2 · 02 = 1

respektive
f(3π/2) = sin 3π/2 + 2 cos2 3π/2 = −1 + 2 · 02 = −1.

Det andra ḧander d̊a
sin x = 1/4.

För att finna n̈armev̈arden kan vi se i tabellen att detta inträffar d̊a x ≈ 0, 25. Eftersomsin x =
sin(π − x) händer det ocks̊a n̈arx ≈ 2, 89. Vi f år d̊a

f(0, 25) = sin 0, 25 + 2 cos2 0, 25 ≈ 0, 25 + 2 · 0.972 ≈ 2, 1

Eftersom2, 1 är det sẗorsta av de fyra v̈ardena vi ber̈aknatär det maximum p̊a intervallet. Det
minsta v̈ardet av de fyräar−1, vilket ger minimum av funktionen.

c) Omsin x = 1/4 får vi enligt trigonometriska ettan att

cos2 x = 1− sin2 x = 1−
(

1

4

)2

=
16− 1

16
=

15

16
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och d̈armedär

f(x) = sin x+ 2 cos2 x =
1

4
+ 2

15

16
=

2 + 15

8
=

17

8
,

vilket ger ett exakt v̈arde f̈or maximum. Minimumär redan angivet exakt i b).
Svar:

a) Derivatan avf(x) ärf ′(x) = cosx− 4 cos x sin x.

b) Maximum avf(x) är 2, 1 och minimum−1, 0, på intervallet0 ≤ x ≤ 2π.

c) De exakta v̈ardena f̈or maximum och minimum̈ar 17/8, respektive−1.

Övning 4.3 Betrakta funktionenf(x) = x(3− x)e−x/2.

a) Ber̈akna derivatan av funktionenf(x). Ange noggrant vilka deriveringsregler som används.
(4)

b) Besẗam maximum och minimum för f(x) på intervallet0 ≤ x ≤ 10 och skissera grafen
för f(x) på samma intervall. (5)

Lösning: a) Vi börjar med att skrivaf(x) = (3x − x2)e−x/2 = g(x)h(x), där g(x) = 3x − x2

ochh(x) = e−x/2, och anv̈ander produktregeln för att f̊af ′(x) = g′(x)h(x) + g(x)h′(x).
Vi behöver nu deriverag(x) och h(x). Eftersomg(x) är ett polynom kan vi anv̈anda oss

av regeln f̈or derivering av polynom och får g′(x) = 3 − 2x. Derviatan avex är ex och enligt
kedjeregeln f̊ar vi atth′(x) = (−1/2)e−x/2 eftersom derivatan av−x/2 är−1/2. Sammantaget
får vi

f ′(x) = g′(x)h(x) + g(x)h′(x) = (3− 2x)e−x/2 + (3x− x2)
−e−x/2

2
=

6− 7x+ x2

2
e−x/2.

b) För att finna maximum och minimum på intervallet beḧover vi se p̊a intervallets̈andpunkter
och nollsẗallena till derivatan. (Funktionen har en derivata i alla punkter.)Ändpunkternäarx = 0
ochx = 10 ochf(0) = 0(3− 02)e−0/2 = 0 ochf(10) = 10(3− 10)e−10/2 = −70e−5 ≈ −0, 47.

Nollställena till derivatan f̊ar vi genom att l̈osa ekvationenf ′(x) = 0, dvs

6− 7x+ x2

2
e−x/2 = 0

Eftersome−x/2 aldrig är noll är detta ekvivalent med

x2 − 7x+ 6 = 0

och vi kan l̈osa andragradsekvationen, exempelvis genom kvadratkomplettering, och får (x −
7/2)2 − (7/2)2 + 6 = 0, vilket ger (x − 7/2)2 = 25/4. Alltså måstex − 7/2 = ±5/2, dvs
x = 7/2 + 5/2 = 6 ellerx = 7/2− 5/2 = 1.

Vi ser att derivatan̈ar positiv f̈or 0 ≤ x < 1, negativ f̈or 1 < x < 6 och positiv f̈or x > 6.
Därmedär x = 1 ett lokalt maximum, ochf(1) = 1(3 − 1)e−1/2 = 2e−1/2 ≈ 1, 2. Vidare är
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x = 6 ett lokalt minimum medf(6) = 6(3 − 6)e−6/2 = −18e−3 ≈ −0, 9. För att veta om
x = 1 är ett globalt maximum m̊aste vi j̈amföra medf(10), och ser d̊a attf(1) > 0 > f(10).
På samma s̈att måste vi j̈amföraf(6) medf(0) och ser attf(6) < 0 = f(0). Alltså är maximum
f(1) = 2e−1/2 och minimumf(6) = 18e−3.

För att skissera funktionens graf beräknar vi ocks̊a nollsẗallena tillf(x). Dessa ges avx = 0
ochx = 3, eftersome−x/2 inte är noll.

Svar:

a) Derivatan avf(x) ärf ′(x) = (6− 7x+ x2)e−x/2/2.

b) Maximum avf(x) är 2e−1/2 ≈ 1, 2 och minimumär−18e−3 ≈ −0, 90.

Övning 4.4 Betrakta funktionenf(x) = (x2 − x)e2x.

a) Ber̈akna derivatan av funktionenf(x). Ange noggrant vilka deriveringsregler som används.
(4)

b) Besẗam maximum och minimum för f(x) på intervallet−1 ≤ x ≤ 1 och skissera grafen
för f(x) på samma intervall. (5)

Lösning: a) Vi börjar med att skrivaf(x) = (x2 − x)e2x = g(x)h(x), där g(x) = x2 − x och
h(x) = e2x, och anv̈ander produktregeln för att f̊af ′(x) = g′(x)h(x) + g(x)h′(x).

Vi behöver nu deriverag(x) och h(x). Eftersomg(x) är ett polynom kan vi anv̈anda oss
av regeln f̈or derivering av polynom och får g′(x) = 2x − 1. Derviatan avex är ex och enligt
kedjeregeln f̊ar vi atth′(x) = 2e2x eftersom derivatan av2x är 2. Sammantaget får vi

f ′(x) = g′(x)h(x) + g(x)h′(x) = (2x− 1)e2x + (x2 − x) · 2e2x = (2x2 − 1)e2x

b) För att finna maximum och minimum på intervallet beḧover vi se p̊a intervallets̈andpunkter
och nollsẗallena till derivatan. (Funktionen har en derivata i alla punkter.)Ändpunkternäarx =
−1 ochx = 1 ochf(−1) = ((−1)2 − (−1))e2(−1) = 2e−2 ≈ 0, 27 ochf(1) = (12 − 1)e2·1 = 0.

Nollställena till derivatan f̊ar vi genom att l̈osa ekvationenf ′(x) = 0, dvs

(2x2 − 1)e2x = 0

Eftersome2x aldrig är noll är detta ekvivalent med

2x2 − 1 = 0

och vi får lösningarnax = ±1/
√

2 som b̊ada ligger i intervallet−1 ≤ x ≤ 1.
Funktionens v̈arde i derivatans nollställen ges av

f(−1/
√

2) =

(−√2

2

)2

−
(
−
√

2

2

) e−√2 =
1 +
√

2

2
e−
√

2 ≈ 0, 29
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f(1/
√

2) =

(√2

2

)2

−
√

2

2

 e√2 =
1−
√

2

2
e
√

2 ≈ −0, 85

När vi jämför de fyra m̈ojliga extrempunkterna ser vi att det största v̈ardet ges avf(−
√

2/2),
och det minsta avf(

√
2/2).

För att skissera funktionens graf beräknar vi ocks̊a nollsẗallena tillf(x). Dessa ges av nollställena
till x2 − x, dvsx = 0 ochx = 1, eftersome2x aldrig är noll.

Svar:

a) Derivatan avf(x) ärf ′(x) = (2x2 − 1)e2x.

b) Maximum avf(x) är 1
2
(1 +

√
2)e−

√
2 ≈ 0, 29 och minimumär 1

2
(1−

√
2)e
√

2 ≈ −0, 85.

Övning 4.5 a) Derivera funktionenf(x) = 8 cos4 x− 8 cos2 x. (Var noggrann med att ange
vilka deriveringsregler som används.) (2)

b) Derivera funktioneng(x) = cos 2x sin 3x. (2)

c) Besẗam ett v̈arde p̊a konstantena så att funktionenh(x) = eax sin2 x får ett lokalt maxi-
mum i punktenx = π/3. (5)

Lösning: a) Vi kan skrivaf(x) = p(cosx), därp(x) = 8x4−8x2. Derivatan av den inre funktio-
nen,cosx, är− sin x och vi kan anv̈anda kedjeregeln för att skrivaf ′(x) = p′(cosx)(− sin x).
Eftersomp′(x) = 8 · 4x3 − 8 · 2x får vi

f ′(x) = (32 cos3 x− 16 cosx)(− sin x) = −32 cos3 x sin x+ 16 sinx cosx.

b) Vi kan ḧar anv̈anda produktregeln på funktionernacos 2x och sin 3x. För derivatorna av
dessa beḧovs dessutom kedjeregeln som ger att derivatan avcos 2x är−2 sin 2x och derivatan av
sin 3x är 3 cos 3x. Produktregeln ger nu att

g′(x) = −2 sin 2x sin 3x+ cos 2x3 cos 3x) = −2 sin 2x sin 3x+ 3 cos 2x cos 3x.

c) Eftersom funktionenh(x) är deriverbar̈overallt m̊aste den vid ett lokalt maximum ha ett
nollsẗalle i derivatan. Vi ska d̈arför först derivera funktionenh(x) = eax sin2 x. Vi använder pro-
duktregeln p̊a de tv̊a funktionernaeax ochsin2 x. För att ber̈akna derivatorna av dessa behöver vi
kedjeregeln som ger att derivatan avsin2 x är2 sin x cosx och derivatan aveax äraeax. Produkt-
regeln ger nu att

h′(x) = eax2 sin x cosx+ aeax sin2 x = eax sin x(2 cosx+ a sin x).

Faktorneax kan aldrig vara noll och faktornsin x är noll precis vid alla multipler avπ. För att
det skall finnas ett nollställe i dervatan i punktenx = π/3 måste allts̊a faktorn2 cos x + a sinx
vara noll d̈ar, dvs

2 cos
π

3
+ a sin

π

3
= 0.
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När vi löser uta ur detta samband får vi

a = −2
cos π

3

sin π
3

= −2
1
2√
3

2

= − 2√
3
.

För att se om det verkligen rör sig om ett lokalt maximum studerar vi derivatans tecken runt
nollsẗallet. Faktorernasin x ocheax är b̊ada positiva i n̈arheten av nollstället. Faktorn2 cos x −
(2/
√

3) sin x är positiv ix = 0 för att sedan avtäanda tillx = π/2 eftersomcosx är avtagande
och sin x är växande p̊a intervallet(0, π/2). Alltså är derivatan positiv till v̈anster omx = π/3
och negativ till ḧoger, vilket visar att det verkligen̈ar ett lokalt maximum.
Svar:

a) Derivatan avf(x) ärf ′(x) = −32 cos3 x sinx+ 16 cosx sin x.

b) Derivatan avg(x) ärg′(x) = −2 sin 2x sin 3x+ 3 cos 2x cos 3x.

c) Funktionen har ett lokalt maximum i punktenx = π/3 oma = −2
√

3.
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