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5B1134 MATEMATIK OCH MODELLER
TREDJE FÖRELÄSNINGEN

1. OM DERIVATOR

1.1. Tangentens lutning. Ett vanligt s̈att att ẗanka sig derivatan av en funktionf(x) är att se p̊a
grafen f̈or funktionen och sedan på tangentens lutningi en viss punkt. Vi ẗanker oss d̊a att deẗar
lätt att inse vad som menas med en tangent, dvs en rät linje som g̊ar genom punkten(a, f(a))
och som p̊a n̊agot vis ligger mot grafen.

1.2. Linj är approximation. Ett annat s̈att är att ẗanka sig att man förstorar upp omr̊adet kring
punkten(a, f(a)) så att grafen f̈or funktionen ser ut som en linje. Vi har alltså att

f(x) ≈ f(a) + f ′(a)(x− a)

för x näraa.

1.3. Derivatans definition. När vi har de ḧar två tolkningarna kan vi se hur man skulle kunna
finna en mer formell och h̊allbar definition av vad smo menas med derivata. Om vi tänker oss den
första definitionen kan vi dra en linje gensom punkterna(a, f(a)) och(a+h, f(a+h)) och se p̊a
lutningen av denna. N̈arh närmar sig noll ska lutningen på linjen n̈arma sig tangentens lutning. Vi
har ett striktare matematiskt begrepp som motsvararatt närma sigoch som vi kallargränsv̈arde.
Vi ska inte g̊a mer in p̊a definitinen av detta eftersom det kommer att studeras ingående i n̈asta
kurs. Tanken̈ar att vi bara vi g̊ar tillräckligt n̈ara punkten̈ar s̈akra p̊a att viligger mycket n̈ara
gränsv̈ardet. Vi f̊ar allts̊a

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

(a+ h)− a
= lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h

1.4. Central differenskvot. Ibland kan dett vara lättare att hantera dencentrala differenskvoten

f(a+ h)− f(a− h)

(a+ h)− (a− h)
=
f(a+ h)− f(a− h)

2h

Däremot kan det ḧanda att gr̈ansv̈ardet f̈or denna existerar utan att den vanliga differenskvoten
har n̊agot gr̈ansv̈arde. Ett enkelt exempel på dettaär n̈ar f(x) = |x|, dvsf(x) = x, för x ≥ 0
ochf(x) = −x dåx < 0. Då blir den centrala differanskvoten för a = 0

f(0 + h)− f(0− h)

(0 + h)− (0− h)
=
h− h

2h
= 0

för allah > 0, medan den vanliga differenskvoten blir−1 för negativah och+1 för positivah.
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1.5. Derivatan av trigonometriska funktionerna. Vi börjar med att deriverasin x i punkten
x = 0. Alltså är vi intresserade av gränsv̈ardet av differenskvoten

f(0 + h)− f(0)

h
=

sinh− sin 0

h
=

sinh

h
då h går mot noll. Vi kan anta atth > 0 eftersom b̊ade ẗaljare och n̈amnare byter tecken då h
byter tecken. Genom att betrakta en cirkelsektor i enhetscirkeln medöppningsvinkelh och en
triangel med ḧornen(0, 0), (1, 0) och(cosx, sinh). Enligt areasatsen̈ar arean av triangeln

1

2
· 1 · 1 sinh

medan arean av cirkelsektornärh/2. Eftersom triangeln ligger i cirkelsektorn får vi

sin

2
<
h

2
och

sinh

h
< 1

Om vi å andra sidan tittar p̊a triangeln med ḧorn(0, 0), (1, 0) och(1, tanh) får vi en triangel som
inne̊aller cirkelsektorn. D̈armedär

h

2
<

1

2
· 1 · tanh =

sinh

2 cosh
vilket ger

sinh

h
> cosh

Alltså måste vi ha

cosh <
sinh

h
< 1

för allah som ligger mellan0 ochπ/2.
Eftersom

lim
h→0

cosh = 1

och
lim
h→0

1 = 1

måsteäven gr̈ansvr̈adet f̈or sinh/h då h går mot noll finnas och vara lika med1. Vi har allst̊a
kommit fram till attsin x är deriverbar i punktenx = 0 och att derivatan̈ar sin′ 0 = 1,

Vi kan ocks̊a titta p̊a derivatan avcosx dåx = 0. Vi har d̊a differenskvoten

cosh− cos 0

h
=

cosh− 1

h
=

cosh+ 1

cosh+ 1
·cosh− 1

h
=

cos2 h− 1

h(cosh+ 1)

cos2 h− 1

h(cosh+ 1)
= − sin2 h

h(cosh+ 1)

Vi ser att beloppet av denna differenskvotär mindreänsinh enligt de r̈akningar vi gjort tigigare
med kvotensinh/h. Alltså måste gr̈ansv̈ardet av kvoten existera och vara lika med0.

Vi har nu derivatorna avsin x ochcosx i punktenx = 0. För att f̊a derivatorna i andra punkter
kan vi anv̈anda additionssaterna

sin(a+ x) = sin a cosx+ cos a sinx
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Därmed f̊ar vi att
sin′(a) = sin a cos′ 0 + cos a sin′ 0 = cos a

och eftersom
cos(a+ x) = cos a cosx− sin a sin x

får vi ocks̊a att
cos′(a) = cos a cos′ 0− sin a sin′ 0 = − sin a.

Här har vi anv̈antlinj äritet, dvs att omf(x) ochg(s) är deriverbara med derivatorf ′(a) ochg′(a)
i punktenx = a så är ocks̊a

h(x) = Af(x) +Bg(x)

deriverbar ix = a med derivata

h′(a) = Af ′(a) +Bg′(a).


