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5B1134 MATEMATIK OCH MODELLER
FJÄRDE FÖRELÄSNINGEN

1. OPTIMERING OCH EXTREMPUNKTER

Om en funktion̈ar deriverbar och har ett lokalt maximum eller minimum måste derivatan i den
punkten vara noll.

För att hitta lokala extrempunkter till funktionenf(x) kan vi lösa ekvationen

f ′(x) = 0.

Om vi ser p̊a derivatan som tangentens lutning, betyder det precis att grafen för funktionen har
en v̊agr̈at tangent i en s̊adan extrempunkt.

1.1. Maximum och minimum på ett intervall. Om vi s̈oker maximum eller minimum p̊a ett
intervall måste vi ocks̊a kontrollera

• Intervalletsändpunkter
• Punkter d̈ar derivatan inte existerar

När vi har funnit alla lokala extrempunkter och jämfört värdet hos funktionen i dessa med
värdet hos funktionen i intervallets̈andpunkter och i de punkter där derivatan inte existerar kan
vi dra slutsatser om funktionen största och minsta v̈arde p̊a intervallet.

Exempel. Vi ser p̊a funktionenf(x) = x3 + x2 − x+ 1. Då är derivatanf ′(x) = 3x2 + 2x− 1
som har nollsẗallenax = −1 ochx = 1/3. Vi beräknar funktionens v̈arden i dessa punkter ch får

f(−1) = (−1)3 + (−1)2 − (−1) + 1 = 2

och

f(1/3) = (1/3)3 + (1/3)2 − (1/3) + 1 =
1 + 3− 9 + 27

27
=

22

27
.

Om vi vill beräkna maximum och minimum för f(x) på intervallet0 ≤ x ≤ 1 ser vi att den
ena extrempunkten ligger utanför intervallet. Derivatan existeraröverallt, s̊a de tre kandidaterna
till maximum och minimum̈ar

f(0) = 03 + 02 − 0 + 1 = 1, f(1/3) =
22

27
och f(1) = 13 + 12 − 1 + 1 = 2.

Jämför vi dessa tre v̈arden ser vi att
22

27
< 1 < 2

och d̈armedär f(1) = 2 funktionens maximum ochf(1/3) = 22/27 funktionens minimum p̊a
intervallet0 ≤ x ≤ 1.
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2. NUMERISK EKVATIONSLÖSNING

När vi s̈oker efter ett extremv̈arde tillf(x) beḧover vi lösa en ekvation av typen

g(x) = 0.

Det brukar kallas att vi s̈oker efternollställen till g(x). Om vi inte kan l̈osa den analytiskt behöver
vi ennumerisk metod. Ett exempel p̊a en numerisk metod̈arNewton-Raphsons metod. Den g̊ar ut
på att vi startar med n̊agon punkt som vi tror kan vara i närheten av ett nollställe, s̈agx = x0. Se-
dan f̈oljer vi tangenten till grafen i punkten(x0, f(x0) tills den sk̈arx-axeln. Denna sk̈arning ger
oss en ny punktx1 som vi hoppas ligger̈annu n̈armre nollsẗallet. Vi kan s̈aga att vi approximerar
funktionen med en linj̈ar funktion och finner nollstället till denna linj̈ara funktion.

Eftersom tangentens riktning i punkten(x0, g(x0)) ges avg′(x0) och linjen skall g̊a genom
denna punkt f̊ar vi att ekvationen f̈or tangenten̈ar

y = g(x0) + g′(x0)(x− x0).

Nollstället till denna ges av

x1 = x0 −
g(x0)

g′(x0)

När vi kommit s̊a långt forts̈atter vi p̊a samma s̈att medx1 och följer tangenten till n̈asta
nollsẗalle

x2 = x1 −
g(x1)

g′(x1)
.

Samma sak upprepas, elleritereras, tills man är n̈ojd med noggrannheten i uppskattningen av
nollsẗallet. Ett m̊att p̊a hur n̈ara nollsẗallet manär ges enligt den linjära approximationen av

∆x ≈ ∆y

g′(xn)
≈ g(xn)

g′(xn)
.

Exempel. Om vi ska finna nollsẗallen till funktioneng(x) = 3x2 +2x−1 med hj̈alp av Newton-
Raphsons metod kan vi börja medx0 = 0 och f̊ar sedan

x1 = x0 −
g(x0)

g′(x0)
= 0− 3 · 02 + 2 · 0− 1

6 · 0 + 2
=

1

2

och

x2 = x1 −
g(x1)

g′(x1)
=

1

2
− 3 · (1/2)2 + 2 · (1/2)− 1

6 · (1/2) + 2
=

7

20
.

Vi kan nu se hur l̊angt ifr̊an vi borde vara genom att beräkna n̈asta steg

∆x ≈ − g(x2)

g′(x2)
= − 27

1640
≈ −0, 0165

I det ḧar fallet k̈anner vi redan till att nollstället ges avx = 1/3, s̊a

∆x =
1

3
− 7

20
= − 1

60
≈ −0, 0167

så feluppskattningen̈ar mycket god.
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3. PROPORTIONALITET

Om vi har en modell som föreskriver att tv̊a storheter̈ar proportionella kan vi med hjälp av
mätningar ber̈akna proportionalitetskonstanten. Antag atty = kx och att vi har m̈atvärden

x y
1,1 2,7
2,3 4,8
3,3 7,4
4,3 9,8
5,9 12,9

Vilket värde p̊ak passar b̈ast till dessa data?

3.1. Minsta kvadratmetoden. För att besẗamma det b̈asta v̈ardet p̊a k kan vi v̈alja det som
minimerar summan av kvadraterna på avvikelserna, dvs

S(k) =
n∑
i=1

(yi − kxi)2

Om vi utvecklar S(k) ser vi att vi kan skriva det som

S(k) =
n∑
i=1

(y2
i − 2kxiyi + k2x2

i ) = A− 2Bk + Ck2

där

A =
n∑
i=1

y2
i , B =

n∑
i=1

xiyi, och C =
n∑
i=1

x2
i .

Alltså ärS(k) ett andragradspolynom ik och vi kan finna minimum genom att deriveraS(k) och
får

S ′(k) = −2B + 2Ck

Dettaär linjärt och det finns bara ett nollställe,

k =
B

C
=

n∑
i=1

xiyi∑n
i=1 x

2
i

I vårt exempel har vi
x y x2 xy

1,1 2,7 1,1 2,9
2,3 4,8 5,2 10,9
3,3 7,4 11 24,1
4,3 9,8 19 42,2
5,9 12,9 35 76,6

Summa 70,7 156,7
Kvot 2,2

Alltså är det linjeny = 2, 2x som b̈ast passar till m̈atvärdena.


