KTH Matematik 1

5B1134 MATEMATIK OCH MODELLER
FIJARDE FORELASNINGEN

1. OPTIMERING OCH EXTREMPUNKTER

Om en funktiorér deriverbar och har ett lokalt maximum eller minimuraste derivatan i den
punkten vara noll.
For att hitta lokala extrempunkter till funktionef{z) kan vi Idsa ekvationen

f'(z) =0.

Om vi ser [ derivatan som tangentens lutning, betyder det precis att graféarfktionen har
en \agiat tangent i en&dan extrempunkt.

1.1. Maximum och minimum pa ett intervall. Om vi sbker maximum eller minimum@ett
intervall maste vi ocka kontrollera

¢ Intervalletsandpunkter
e Punkter ér derivatan inte existerar

Nar vi har funnit alla lokala extrempunkter ocamfort vardet hos funktionen i dessa med
vardet hos funktionen i intervallendpunkter och i de punkteadderivatan inte existerar kan
vi dra slutsatser om funktionentssta och minstaarde @ intervallet.

Exempel. Vi ser pa funktionenf(z) = 2* + 2? — x + 1. Daar derivatan/’(z) = 32? 4+ 22 — 1
som har nollsillenar = —1 ochz = 1/3. Vi beraknar funktionensarden i dessa punkter chrf

f(=1) = (=1 + (=1 = (=1) +1 =2

och
1+3-9+27 22
F/3) = (1/3) +(1/3)* = (1/3) + 1 = 5 =3
Om vi vill berakna maximum och minimundf f(z) pa intervalletd < x < 1 ser vi att den
ena extrempunkten ligger utd@mfintervallet. Derivatan existeréwverallt, & de tre kandidaterna
till maximum och minimumar

22

fO)=0+0*-0+1=1, f(1/3):2—7 och f)="P+1*>-1+1=2.
Jamfor vi dessa tre &rden ser vi att -
—<1<?2
5 <1l<

och darmedar f(1) = 2 funktionens maximum oclf(1/3) = 22/27 funktionens minimum @
intervallet) < z < 1.
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2. NUMERISK EKVATIONSLOSNING
Nar vi Oker efter ett extreniwde till f(x) belbver vi ldsa en ekvation av typen

g(x) = 0.

Det brukar kallas att vigker eftemolistllentill g(z). Om viinte kan dsa den analytiskt béker
vi ennumerisk metocEtt exempel f en numerisk metoar Newton-Raphsons metdden dar ut
pa att vi startar medagon punkt som vi tror kan vara arheten av ett nollatle, ssgz = z,. Se-
dan Bljer vi tangenten till grafen i punktefx,, f(xo) tills den skar z-axeln. Denna skrning ger
0ss en ny punkt; som vi hoppas liggeiinnu rarmre nollséllet. Vi kan €ga att vi approximerar
funktionen med en ligr funktion och finner nolltlet till denna linfara funktion.

Eftersom tangentens riktning i punktén,, g(zo)) ges avg'(zy) och linjen skall @ genom
denna punktdr vi att ekvationendr tangenterar

y = g(x0) + g'(x0)(z — 20).
Nollstallet till denna ges av
9(zo)
9'(xo)
Nar vi kommit s langt fortsatter vi gd samma &tt medz; och foljer tangenten till Asta
nollsiélle

Ty = Ty —

g(z1)

g'(x1)

Samma sak upprepas, eligzreras tills manar ndjJd med noggrannheten i uppskattningen av
nollstallet. Ett nétt pa hur réra nollséllet manar ges enligt den lidjra approximationen av

Ay ~ g9(zn)
g (xn)  g(wn)
Exempel. Om vi ska finna nollstllen till funktioneng(z) = 322+ 2x — 1 med halp av Newton-
Raphsons metod kan vobja medz, = 0 och far sedan
g(zo) _0_3-O2+2-O—1 1

To = T1 —

Axr ~

g (z0) 6-0+2 2
och
gl 1 3-(2Pe2.0/2-1 T
2T () 2 6-(1/2) 42 20
Vi kan nu se hurdngt ifran vi borde vara genom att lidma rasta steg
A 9@ 2T 0165

g'(z0) 1640 ~
| det har fallet kanner vi redan till att nollgtlet ges aw = 1/3, 4
1 7 1
Ar=-——=—-——~=-0,01
x 37 30 50 0,0167

sa feluppskattningear mycket god.
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3. PROPORTIONALITET

Om vi har en modell somdfeskriver att té storheteiér proportionella kan vi med &jp av
matningar beiikna proportionalitetskonstanten. Antagwatt k2 och att vi har natvarden

z Yy
11] 2,7
23| 48
33| 74
4,3| 9,8
591129

Vilket varde @ k passar bst till dessa data?

3.1. Minsta kvadratmetoden. For att besimma det Bsta vardet @ k kan vi \alja det som
minimerar summan av kvadraterna avvikelserna, dvs

S(k) = Z(yz — ka;)?
=1
Om vi utvecklar S(k) ser vi att vi kan skriva det som

n

S(k) = (4} — 2kay; + k*27) = A— 2Bk + Ck’
=1
dar

A:zn:y?, B:zn:xiy,-, och C:zn:x?.
i=1 i=1 i=1

Alltsaar S(k) ett andragradspolynomkioch vi kan finna minimum genom att derive$ék) och
far

S'(k) = —2B +2Ck
Dettaar linjart och det finns bara ett nolle,

n
E ZiYi
i=1

k f— f—
Z?:l 7

Qlw

| vart exempel har vi

x y| a? Ty

1,1 2,7 11 2,9
23| 48| 52| 10,9
33| 7,4, 11| 241
43| 9,8/ 19| 42,2
591129 35| 76,6
Summa 70,7| 156,7
Kvot 2,2

Alltsa ar det linjeny = 2, 2o som kst passar till ratvardena.




