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5B1134 MATEMATIK OCH MODELLER
FEMTE F ORELASNINGEN

1. OM INTEGRALER

1.1. Primitiva funktioner. Vi har sett tidigare att vissa funktionef(x), harprimitiva funktio-
ner, dvs en funktion,F'(z), vars derivatal”’(z) = f(z). Om F(x) ar en primitiv funktionar
F(z) + C ocksa en primitiv funktion 6r alla konstantet”, eftersom derivatan av en konstant
alltid ar noll.

Exempel.Om vi ser @ en cirkuéir kon med bottenradi& och Hjd H kan vi se & volymen av
den delkon som hardjd = som en funktiort/(z).

Om vi deriverar funktione (z) far vi

V(2) = Jim V(z+h) - V(x)

h—0

Vi kan tolka V' (z + h) — V(z) som volymen av en skiva med tjocklek Om A(z) ar konens
tvarsnittsarea@avséndz fran toppendr vi att

A(x)h <V(x+h) —V(z) < A(x + h)h

och darmedar
V(z+h)—V(z)
h

Ax) <
Nar vi laterh > 0 krympa mot noll &r vi att

, . V(z+h)—V(x)
Vi(e) = limy h

< A(x + h).

= A(z).
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Eftersom vi nu vet att

sy =r ()

maste vi leta efter en primitiv funktion tilt?. Vi vet att vi far 322 nar vi deriverarz?, och dairmed
far vi z2 nar vi deriverarz® /3. Enligt vara utékningarar V(z) en primitiv funktion till

2

Ax) = W%l‘2
och allt@ maste ) s
R x

for nagon konstan€. Nu vet vi ock& attV (0) = 0, vilket gerC' = 0 och vi far hela konens
volym som

1.2. Integraler. Om vi har en funktionf(x) med en primitiv funktion/'(z) kan vi lata

/fquzﬂw—F@

och vi kan tolka detta uttryck som arean mellan graf@n/f(x) pa intervalleta < z < b och
x-axeln. Vi skriver ofta ock&

b
/ﬂmm=WMkm@—mw

Exempel.Vi har enligt ovan att:® /3 ar en primitiv funktion tillz? och darmed

! B0 1
/x2da:——————
0 3 3 3

Tolkningen av detta som en areaflening ger att arean av oamtet mellanz-axeln och kurvan
y = x? paintervallet) < x < 14ari1/3.

1.3. Rotationsvolymer. Om vi ser tillbaka @ exemplet med konen ser vi att vi egentligen inte
anvant oss av att deitr fraga om en cirkudr kon annaén rér vi har beaknatA(x). Vi far i vilket
fall som helst att
V'(x) = Az)
dar A(z) ar tvarsnittsareangavséndz fran toppen. Vi har drfor att

Om vi istallet hade haft en rotationskropp so@sfgenom att rotera en kurga= f(z) runt
x-axeln, hade @rsnittsarean varit given av

Alz) =7 f(x)’
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och volymen blir

quy:/Hmﬂm%m.

0
Om vi exempelvis ser ett klot som att kurvan= v/r2 — 22 roterar kringz-axeln @ intervallet
—r<gzg<rfarvi

' :/r ”(mfdﬂf:/r m(r? = 2%) de = {xrz_”f_?’]r

—r -r 3 -
3 ) _\3 33_ 3 33_ 3 4 3
:WTS—W%—’N(—TS)—FW( ;) =T — ; o 7;

1.4. Differenser och summor. Vi kan jamfora sambandet mellan derivata och integral med
sambandet mellan differenser och summor. Om vi habgd &v tal, exempelvis
0,1,3,6,9,12,15,18,21,24

kan vi bildadifferenser eller skillnader, genoml — 0 = 1,3 -1 = 2,6 — 3 = 3, osv och &r en
ny foljd

1,2,3,3,3,3,3,3,3
Har ar det klart att om vi kommer &y det brsta talet i dendrsta Bljden, och sedan bara diffe-
renserna, kan viftillbaka hela dendrsta Hljden genom att summera:

1=1, 142=3, 142+43=6, 1+2+43+3=9,  1+2+3+3+3=12,...
Ritar vi upp det med rutordr vi

Vi kan nu tolka dendrsta Bljden som antalet rutor tillanster om en viss linje.




