KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag med beddmningskriterier till kontrollskrivning 2

Uppgift
a) Bestdm samtliga l6sningar i intervallet 57 < ¢ < 77 till ekvationen

sin(t) = —?.

Ange svaret exakt i radianer. (3)

b) Bestdm den minsta positiva 16sningen till ekvationen

5sinx +8cosz =0

med en noggrannhet pa tre géillande siffor. (3)

2) Uttrycket asin® x +bsin z cos 7+ c cos? z kan skrivas om pa formen A sin(2z + ¢) + B.

Bestdm konstanterna A och B uttryckta i a, b och c. (3)
Losningsforslag

a) Vi far de forsta losningarna till ekvationen sint = —+/3/2 i intervallet 0 < ¢ < 27 genom

att betrakta enhetscirkeln.

Vi har da att

Y . bm V3
sin — = sin — = ——.
3 3 2
Den allménna l6sningen ges av
A7 5
t= ?+27m eller t=?+27rn

déar n dr ett godtyckligt heltal. For att ¢ = 47 /3 + 2mn skall ligga i det angivna intervallet
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Det enda heltal som ligger i detta intervall &r n = 2, vilket ger ¢t = 47/3 + 4w = 167/3.
For den andra serien av 16sningar far vi pa samma sétt
5<57r_i_2 <7 om 57r< <77r om 5< <8
— +2mm<Tn<—= —— —<n< —— —<=-<n<-
=73 = or  6r 27 6r . 3 —3
och dven hir maste n = 2. Alltsa 4r ¢t = 57/3 + 47 = 17n/3 den andra lésningen i
intervallet.
b) Vi kan borja med att skriva om 5sinz + 8 cosz som Asin(z + ¢). Det kan vi géra
genom att anvinda additionssatsen pa Asin(x + ¢) och fa ekvationen

Asin(z + ¢) = Asinz cos ¢ + Acoszsind = 5sinx + 8 cos .

Den l6ses om

Acos¢p =5
Asing =38

Vilket ger A2 = A2(cos? ¢ + sin® ¢) = 52 + 82 = 89. Vi kan alltsa vilja A = +/89. For
att hitta ¢ kan vi dela ekvationerna med varandra och fa tanx = 8/5 = 1,6, vilket enligt
tabellen motsvarar ¢ ~ 1, 01.

For att Asin(xz + ¢) = 0 maste nu = + ¢ = nm dir n ir ett godtyckligt heltal. Den
allminna 16sningen ges alltsa av £ = —¢ + nw. Detta &r positivt om nm — ¢ > 0, dvs
om nm > ¢. Eftersom 7 ~ 3,14 ges den minsta positiva 16sningen ddrmed av n = 1 och
r=m—¢=3,14—-1,01=2,13.

Alternativt kan man anta att cosz # 0, eftersom z = 0 inte &r nagon losning, och
skriva om ekvationen som

sinz 8
cost b
Ekvationen tanx = —1.6 har enligt tabellen 16sningen z = —1.01 eftersom tan(—x) =

—tan(z). Perioden hos tan(z) &r m och samtliga l6sningar ges dédrmed av x = nm —
arctan(1.6).

Om man istéllet rdknar i grader far man 180° — 58° = 122°.

¢) Vi anvinder additionssatsen for att skriva om hogerledet,

Asin(2z + ¢) + B = Asin(2x) cos ¢ + Acos(2x) sin ¢ + B
= 2A cos psinx cosz + Asin ¢(cos? x —sin®z) + Bsin®z + Bcos’z

For att detta skall vara lika med vansterledet riacker det att

2Acos¢p =b
Asing+ B =c
—Asing+ B =a

Vi far reda pa B genom att addera de bada sista ekvationerna vilket ger

2B=a+c¢ <= B:a;—C.




Nér vi istéllet tar skillnaden mellan de tva sista far vi
2Asing=c—a
vilket tillsammans med den forsta innebér att
4A? = 4A%(sin? ¢ + cos® ¢) = b* + (c — a)>.

Déarmed kan vi vilja

b2 + (¢ — a)?
5 .

Ett alternativ ir att direkt skriva om asin®z + bsin z cos  + ¢cos? z som

A=

a+c b c—a

+c :
+§ sin 2z +

cC—a

(cos? z—sin’ x) = cos 2z

b
(sin? x+cos® )+ 52 sin x cos T+

vilket ommedelbart ger B = (a + ¢)/2 och genom den vanliga omskrivningen ger

=)+ (%)

Svar:
a) Losningarna ¢ = 167/3 och ¢t = 177/3 &r de enda i det givna intervallet.

b) Den minsta positiva losningen ges av z = 2, 13 eller x = 122° med tre géllande siffrors
noggrannhet.

c) A= (y/b*+(c—a)?)/2 och B=(a+c)/2



Beddmningskriterier

a)

En korrekt 16sninge till ekvationen, 1 podng.

— En forsta korrekt motiverad 16sning i réitt intervall, 1 podng.

Den andra l6sningen i rétt intervall, 1 podng.
b)  — Korrekt omskrivning av ekvationen som Asin(x + ¢) = 0 eller tan(z) = —8/5,
1 poang.
— En korrekt 16sning till ekvationen, 1 poing.
— Korrekt motiverad minsta positiva 16sning, 1 poing.

— Sammanlagt hégst 2 podng om svaret dr angivet med fel noggrannhet.

Korrekt uppstillda krav pa A och B, 1 poing.
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Korrekt uttryck for A, 1 poing.
— Korrekt uttryck for B, 1 poéng.

Bed6mning av presentationen

Presentationen av l6sningen bedéms med 0-3 poéng enligt féljande:

Op Losningen saknar helt forklarande text eller dr mycket osammanhéingande med ek-
vationer, formler och berdkningar utspridda 6ver papperet.

1p Losningen har daligt med forklarande text eller forklarande text som dr tvetydig eller
svar att forsta.

2p Losningen har forklarande text till de flesta formler och berdkningar, men inte 6verallt
dér det skulle behovas, eller 16sningen har forklarande text i sa stor omfattning att
tankegangen drunknar i text.

3p Losningen har bra férklarande text till alla formler och berédkningar.

Egenbed6mning

Studenten skall bedéma sin egen losning enligt de bedomninngskriterier som ges ovan.
Bedémningen skall motiveras och eventuella slarvfel identifieras. I de fall l6sningen avviker
mycket fran 16sningsforslaget kan bedomningskriterierna vara svara att tillimpa. I dessa
fall far studenten foresla en helt egen bedémning med motivering. Detta maste markeras
tydligt.

Slutgranskning

Skrivningarna slutgranskas och podngsitts av examinator.



