KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag till tentamen
den 17 oktober 2005

1. a) Bestdm vinklarna i en triangel med sidlingderna 4,2 cm, 6,3 cm och 7,8 cm.
Ange svaren som niarmevirden i grader med tva géllande siffror. (3)

b) Bestdm arean av en triangel med sidlingderna 4,0 ¢cm, 5,2 c¢m och 6,5 cm. Ange
svaret som nidrmevérde med tva géllande siffror. (2)

c¢) Beriikna arean av ett cirkelsegmemt med sidan 8,4 cm och héjden 2,3 cm. Ange
svaret som ett nirmevirde med tva gillande siffror. (4)

AN

Lésning: a) Vi betecknar sidlingderna med a = 4,2 cm, b = 6,3 cm och ¢ = 7,8 cm.
Om motstaende vinklar dr «, 8 och v far vi enligt cosinussatsen att

a’? = b + ¢ — 2bccos o

vilket ger
b +c?—a? 6,324+7,8% —4,2?
= =2 : 2~ 0,843
cosa 2bc 2.6,3-7,8 ’
Pa samma satt far vi
2 2 _ p? 4,92 +7 82 — 6,32
cosﬁ:a te 520 — ~ 0,592
2ac 2-4,2-7,8
och 2 4 p? 2 4,22 4+ 6,32 — 17,82
cosry:a tr-e _LeHnd - ~ —0,066

2ab - 2.4,2-6,3

Genom att titta i tabellen far vi att

o~ 32°, b =~ 54° och v = 94°.
b) For att berdkna arean kan vi anvéinda areasatsen

1
A = —absi
500sin 7y



dir a = 4,0 cm, b = 5,2 cm och 7 dr mellanliggande vinkel. Fér att bestdmma 7 kan
vi anvidnda cosinussatsen som ger att

a’+ b — 2

~ 0,789
2ab ’

cosy =
Enligt tabellen far vi da att sina = 0,616 och arean av triangeln dr ddrmed

1
Amz5-&0-&2-&616@n2zﬁh4cm2

c¢) Vi kan anvéinda héjden, h = 2,3 cm, och halva sidan, s/2 = 8,4/2 cm, for att

berdkna radien, r, i cirkelbagen.

Enligt Pythagoras sats anvénd pa en av de ritvinkliga trianglarna i figuren maste

2 2 4h2+82

r2:(r—h)2+sz(:>2rh:h2+sz<:)7“= 3h ~ 4,98 cm.

Oppningsvinkeln, ¢, ges av
sin ¢/2 = — ~ 0, 843
in = — =
2r ’
vilket ger ¢ &~ 2 - 1,00 = 2,00 radianer. Arean av motsvarande cirkelsektor &r
2
A= %ﬂ ~ 24,9 cm?
och vi maste dra bort arean av triangeln med area
Ly 2
Ay = 5-7" sing ~ 11,3 cm”.
Alltsa &r cirkelsegmentets area

A=A, —A,~ 13,6 cm? ~ 14 cm?.

Svar:

a) Vinklarna dr a & 32°, § ~ 54° och v = 94°.
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b) Arean &r 6,4 kvadratcentimeter.

c) Aran av cirkelsegmentet #r 14 cm?.

a) Bestdm samtliga l6sningar till ekvationen
tan(3z +7/4) = V3.

(3)

c¢) Bestdm den minsta positiva 16sningen till ekvationen
2,0sinx — 3,2cosz = 2,4.

Ange svaret som ett nirmevirde med tva decimalers noggrannhet. (4)

c) Bestdm konstanterna a och b sa att kurvan y = acosz + bsinz gar genom
punkterna (z,y) = (0,2) och (z,y) = (7/3,-1). (2)

Lésning: a) I intervallet —w/2 < x < 7/2 antar tan x varje virde precis en gang. For
x = 7/3 har vi att sinz = v/3/2, cosz = 1/2 och tanz = /3. Alltsa fis en 16sning
av ekvationen av

T w 4r—37

e+ =" —
T+-—== =———= = .
1°3 TT9 7 12 36 36

Eftersom tan z har perioden 7 har tan(3z + 7/4) perioden 7/3. Alltsa far vi samliga

l6sningar av
T T
r=_—+n—-.

36 3
b) Vi skriver férst om vinsterledet som
Asin(z + ¢) = Asinz cos ¢ + A cos z sin ¢.

Det kan vi astadkomma, ifall

Acosp =2,0
Asing = —-3,2

Genom att kvadrera bigge ekvationerna och summera far vi
A? = A%cos® ¢ + A%sin® ¢ = (2,0)% + (=3,2)2 = 4,0 + 10,24 = 14, 24.

Alltsa kan vi vilja A = /14,24 = 3,77. Eftersom cos ¢ ar positivt kan vi vilja ¢ i
intervallet —7/2 < ¢ < /2 och eftersom

Asing  —=3,2

t = = =-1
an ¢ Acoso 2,0 )6

far vi ¢ &~ —1,01 radianer.



Vi kan nu 16sa ekvationen
3,77sin(z —1,01) = 2,4

vilket ger sin(xz —1,01) ~ 0,636. Vi far en 16sning om z — 1,01 = 0,69, dvs = ~ 1, 70,
och en annan l6sning om z — 1,01 = 7 — 0,69, dvs x = 3,46. Eftersom perioden &r
27 ~ 6, 3 finns inga positiva 16sningar som dr mindre &n z = 1, 70.

¢) Vi sitter in de tva givna virdena i funktionen och far pa det viset tva ekvationer

acos0 + bsin0) =2
acosw/3 + bsinw/3 = -1

Genom att sitta in virdena pa sinus och cosinus i 0 och 7/3 far vi

=2

{a72 +bv/3/2 = —1

Satter vi in viardet pa a som ges av den forsta ekvationen i den andra far vi

dvs

Alltsa gar kurvan
=9 — Y2
y=2cosw — ——sinz
genom punkterna (z,y) = (0,2) och (z,y) = (7/3,—1).
Svar:

a) Losningarna ges av ¢ = 7/26 + nw/3 dir n ar ett godtyckligt heltal.
b) Den minsta positiva 16sningen ges av x = 1, 70 radianer.
c¢) Konstanterna #r a = 2 och b = —4+/3/3.



a)

Berékna derivatan av funktionen
f(z) = e V% cos(x)
som &r definierad fér x > 0. Var noggrann med att enge vilka deriveringsregler

som anvénds och hur de anvénds. (3)

Bestdm maximum och minimum {or funktionen

g(z) = 22/ — 32w

pa intervallet 0 < x < 1. Skissera ocksa grafen fér funktionen pa samma inter-
vall. (4)

For att bestimma maximum for funktionen h(z) = e~ *sin(wt) for ¢ > 0 vill
man hitta det férsta nollstiillet for derivatan, h'(x). En forsta gissning ér ¢ =
7 /2w, eftersom sinusfunktionen har sitt maxmimum i den punkten. Anvind
Newton-Raphsons metod for att forbéttra denna gissning. (2)

Lésning: a) vi kan skriva f(z) = g(z)h(z) dir g(z) = e~V* och h(z) = cosz. Vi
behover derivera bigge dessa funktioner, och fér att derivera den forsta anvinder vi
kedjeregeln

g(x)=e" <—ﬁ>

eftersom derivatan av den inre funktionen —\/x #r —1/(2y/z) och derivatan av den
yttre funktionen, e, dr e®. Derivatan av h(z) = coszx dr h'(z) = —sinz. Didrmed far
vi enligt produktregeln att

f'(x) =g @)h(@)+g@)h(z)=e (—ﬁ) cosz + e VE(—sinx)

Observera att derivatan inte dr definierad i punkten x = 0.

b) Vi boérjar med att leta efter lokala extrempunkter genom att finna nollstéllen till
derivatan. I det hir fallet har vi att

g(z) = (22 — 322)VT + (22 — 322)(Vz) = (2 — 62)V/ + (20 — 3@«2)%
3z 15

= (2 62)vr + (1 - 7)\/5 =(3- 731‘)\/5-

Vi har tva nollstéllen for derivatan i intervallet, dels = 0, dels x = 2/5. Vi sétter
in dessa virden i funktionen och jamfor med vérdena i &ndpunkterna. Vi far

9(0)=2-0v/0-3-0>V0=0



2 [2 22\f 20—12\/5 810
2/5)=2-24/2 3.4/ =""_ 2 /2 =2V T 0,20
9(2/5) 5\/; V5 25 V5~ 125

g(1)=2-1V/1-3-1%/1=2-3=—1.

Funktionen #r vixande fran x = 0 till z = 2/5, dir den har sitt maximum, 8/10/125,
for att sedan vara avtagande mellen x = 2/5 till x = 1 dér funktionen har sitt
minimum, —1. Férutom = = 0 har funktionen ett nollstélle vid x = 2/3. Grafen for
funktionen ser ut som

och

c) Derivatan h'(z) ges enligt produktregeln och kedjeregeln av
h'(z) = —ae™* sin(wt) + e~ *w cos(wt) = e~ (w cos(wt) — asin(wt)).

For att anvinda Newton-Raphsons metod for att 16sa ekvationen A’ (¢) = 0 numeriskt,
behover vi derivatan av h'(t), dvs

R"(t) = —ae~(wcos(wt) — asin(wt)) + e~%(—w? sin(wt) — aw sin(wt))
= e"%((a? — w?) sin(wt) — 2aw cos(wt)

Newton-Raphsons metod ger att en bittre gissning dn ¢ty = 7/2w ges av

B (to)
t =1ty —
1= 0w
I vart fall, nir to = 7/2w har vi att sin(wty) = sin(7r/2) = 1 och cos(wty) =

cos(m/2) = 0, vilket ger

B(ty)) =e ?(w-0—a-1) = —ae */?



och
R"(t) = e7%/?((a® — w?) - 1 — 2aw - 0) = (a® — w?)e™9"/?
Alltsa far vi
B (ty) m —ae~"/? 7r a

ti=th — —— = — — = — _ .
= h'(ty) 2w (a2 —w?)eom/2 2 + a? — w?

Svar:
a) f'(z) = —e"V®(cosz/(2y/) + sinz).
b) Maximum &r ¢g(2/5) = 8/10/125 och minimum &r g(1) = —1.
c¢) Den forbéttrade gissningen &r t; = 7/(2w) + a/(a? — w?).
a) Berikna arean av omradet mellan kurvorna y = 22> +x —5och y =2+ 2 — 1
pa intervallet 0 < z < 3. (3)

b) Beriikna integralen

/2
/ (sin 2z — cos 3z) dz.
0

(2)

c¢) Beriikna volymen av den rotationskropp som bildas nir kurvan

Y =+/Tcosx

roterar kring z-axeln pa intervallet —m < x < 7. (Ledning: Anvind partiell
integration och formeln fér cosinus av dubbla vinkeln.) (4)

Lésning: a) Vi letar forst efter skidrningspunkter mellan kurvorna for att avgora
vilken av kurvorna som ligger 6ver och vilken som ligger under. Ekvationen

2w+ —Hh=x>+x—1
kan skrivas om som
2 —4=0

genom att flytta alla termer till vénsterledet. Ddrmed &r skdrningspunkterna x = +2.
Eftersom bara en av dem ligger i intervallet racker det att dela in omradet i tva delar.
For0<z<2édrz’?+z—1>222+x—5o0chfor2 <z <3ar2z?4+xz—5>a24+x—1.
Alltsa far vi de tva bidragen

2 372 3 3

T 2 0 16

A= d—2¥de= 40— | =4-2—"—4-04+ — = —

1 /0( x%) dz [m 3}0 3 +3 2

och
3 3 3 3 3

3 2 27—-36—-8+24 7
Alz/(x2—4)d$: T s =——-4-3——+4+4-2= tea_ 7
9 3 9 3 3 3 3
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och den sammanlagda arean &r

16 7 23
A=A+ Ay =— 4+ - =22
1A=t g =g

b) Vi har att (—cos2z)/2 &r en primitiv funktion till sin 2z eftersom derivatan av
cos 2z dr —2sin2z. Vi har pa samma sitt att (sin 3z)/3 dr en primitiv funktion till
cos 3z. Alltsa kan vi berdkna integralen genom

71'/2 o 2
/ (sin2z — cos3z)dz = [ CoS 2T _ sin 3x]
0

3
_( cosm sin(3r/ ) cos0  sin(0)
B 2 3 2 3
_I 1,1 0 4
2 3 2 3 3

¢) Vi har att rotationskroppens volym ges av integralen

V:7r/ (\/E)QCOSQ:rdx:W/ zcos’ zdx
0 0

For att berdkna denna anvinder vi oss av formeln for cosinus av dubbla vinkeln, som
siiger att cos 2z = 2cos? z — 1, vilket ger att cos?x = (1 + cos 2z)/2 och

Tx x2x +sin2zx]" ™ 2z + sin 2z
Vo= [ Z(14cos2)dp =5 |TZETSMETE [ Z2ESIAT
7r/0 2( + cos 2x) dzx 7r[2 5 } 7r/0 1 T
T 2r+0 00 222 —cos 2z |”
=T .—- B pp— | i
2 2 22 8 .
s o212 — 1 2.-02—-1 3
= — — T T —_
2 8 8 4

Svar:

a) Arean mellan kurvorna #r 23/3 areaenheter.
b) fow/Q(sin 22z — cos 3z) dx = 4/3.

c¢) Volymen av rotationskroppen éir 73/4 volymsenheter.



