KTH Matematik

5B1134 Matematik och modeller
Losningsforslag till tentamen
den 13 januari 2006

1. a) Bestam sidlingderna i en triangel med vinklarna 44°, 63° och 73° om arean av
triangeln dr 64 cm?. Ange svaren som nirmevirden i grader med tva gillande
siffror. (5)

b) Hirled areasatsen och sinussatsen. (4)
Lésning: a) Vi kan anvénda areasatsen for att skriva triangelns area som

1
T = —absi
2@81117

och med sinussatsen far vi )
a c

sina  sin3  siny
Vi kan ddrmed ersétta a och b med csin o/ sin -y, respektive csin 3/ sin~y i areasatsen

och far da )
lesinacsing | ¢®sin acsin 3
= siny = ————

T=-— - :
2 siny sinvy 2siny

Vi l6ser ut ¢ och far
o 2T'siny  2-64-0,956

_ ~ ~ 198 cm?
sinasin g 0,695 - 0,891 o

C

och darmed ¢ ~ 14. Pa samma satt far vi
b 2T sin 3 . 2-64-0,891

= ~ 172 cm?
sinasiny 0,695 - 0,956

vilket ger b &~ 13 cm. Slutligen far vi
o 2T'sina 2-64-0,695

a‘® =

"~ sinfsiny 0,891 -0, 956

~ 104 cm?

och a ~ 10 cm.

b) Vi borjar med areasatsen. Arean av en triangel ges av basen ganger héjden genom
tva. Genom att dra en hojd mot sidan ¢ i triangeln ABC ser vi att den delar in
triangeln i tva ratvinkliga trianglar. Den ena har hypotenusan a och vinkeln 3, vilket
ger att hojden mot sidan ¢ ar asin 3. Triangelns area maste nu vara

1 1
T = §c-asinﬁ = §acsinﬁ.



Vi kan pa samma sétt fa

1
T = —absi
5absiny

och ]
T = §bc sin o

genom att dra hojderna mot a respektive b. Darmed har vi hérlett areasatsen. Genom
att anvinda de tre olika uttrycken for arean far vi att

2"  acsinf  absiny  besina

abe  abe abe abe

vilket efter forkortning ger

sinf  siny  sina

b c a

Dérmed har vi ocksa hérlett sinussatsen.
Svar:
a) Sidldngderna ar 10 cm, 13 cm och 14 cm, med tva géllande siffrors noggrannhet.
a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen
cos(2z +7/3) = 0,62

i intervallet 0 < 2 < 27. Ange svaren med tre gillande siffrors noggrannhet. (3)
b) Skriv om uttrycket 4sinx + 3 cos z pa formen A cos(x + ¢). (3)

c) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen
sin® ¢ + sin 2z = 1.
(3)

Lésning: a) Viborjar med att se att cost antar véirdet 0, 62 for ¢ = +0, 90. Resterande
losningar fas genom att ldgga pa multipler av perioden. Vi har alltsa att

20+ /3 = £0,90 4 2mn

och vi kan 16sa ut z som
x=-—m/6+£0,45+ nw

ddr n dr nagot heltal. Vi far att
xr=—0,974+nm

eller
r=—0,074 +nm.
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For att 16sningarna skall ligga i intervallet 0 < x < 27 krévs i bada fallen att n =1
eller n = 2. Vi far alltsa fyra l6sningar i intervallet

x =-7m/6—0,45+ 7~ 2,17,
x =-—7m/6—0,45+ 27 =~ 5,31,
r =-m/6+0,45+ 7~ 3,07
x =-m/6+0,45 4 27 ~ 6,21,

b) Vi skriver om A cos(x + ¢) med hjalp av additionssatsen for cosinus och far
Acos(x + ¢) = Acosx cos p — Asinz sin ¢.

Alltsa vill vi att
Acos¢p =3
Asing = —4

Genom att kvadrera och addera ekvationerna far vi
A% = A%(cos® ¢ +sin® @) = 3% + (—4)? =25
dvs A%? = 25. Vi kan darfor villja A = 5. Vi kan sedan fi ¢ genom tan¢ =
sing/ cos ¢ = —4/3, dvs ¢ = —arctan4/3 ~ —0, 927.
¢) Vi kan skriva om ekvationen med hjilp av trigonometriska ettan och far da
sin? & + sin 2z = sin® z + cos* ©
dvs
sin 2z = cos® x.
Med hjélp av formeln for sinus av dubbla vinkeln kan vi nu skriva detta som

2sin x cos x = cos? 1.

Vi far I6sningar nir cosz = 0 eller nér 2sinz = cosx. Det forsta hdnder vid x =
/2 +nm, for heltal n. Det andra hénder nér tanx = 1/2, dvs vid arctan(1/2) + nr.

Svar:

a) Losningarna ar x = 2,17, x = 3,07, z = 5,31 och = 6,21, med tre gillande
siffrors noggrannhet.
b) 4sinz + 3cosx = 5cos(x + ¢), dir ¢ = — arctan(4/3) =~ —0, 927.

¢) Losningarna dr z = /2 + nm och x = arctan(1/2) 4+ nr, dar n ar ett odtyckligt
heltal.



a) Berékna derivatan av funktionen
f(z) = (14 sin®z)(2 + cos® 1)

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvénds och hur de
anvinds. Forenkla uttrycket sa langt det gar (4)
b) Bestdm maximum och minimum foér funktionen

() 2+ 1
a’/’:
g x+1

pa intervallet 0 < x < 2. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma inter-
vall. (5)

Lésning: a) Vi kan bérja med att derivera sin® z och cos? z med hjilp av produktre-
geln och far da

(sin®z) = cosxsinx + sinzcosz = 2sinz cosx

och

(cos?x)' = —sinx cosx + cos v(—sinx) = —2sinz cos x

Med hjélp av produktregeln far vi nu for hela uttrycket att

f'(x) = (0+2sinzcosz)(2+ cos®x) + (1 + sin?2)(0 — 2sinz cos )

=4sinzxcosx + 2sinz cos® x — 2sinz cosr — 2sin® x cos x

= 2sinzcosz(2 + cos?z — 1 —sin? 7)

= 4sinxcos®

dér vi anvéant trigonomiska ettan for att skriva
1+ cos’z —sin?x = cos® x + sin® x + cos® x — sin?z = 2cos® .

b) For att hitta eventuella lokala extrempunkter ser vi pa derivatans nollstéllen. Vi
anvinder kvotregeln for att derivera g(x) och far

e +0)(x+1)—(*+1)(14+0) 22> +2x—2"—-1 a2°+22-1
(x4 1) B (z+1) o (a1

g'(z) =
Eftersom namnaren ar nollskild i intervallet ar funktionen deriverbar i hela intervallet
och derivatans nollstéllen ges av rétterna till

22 4+20—-1=0,

dvs 2 = —1++/124+ 1 = —1 + /2. Endast den storre av dessa ligger i intervallet. Vi
jamfor funktionens vérde i extrempunkten med funktionens virden i &ndpunkterna.
Vi har att

02 +1

O =57 =1



V21241 2-2V2+1+1
\/5—1:( = =2v/2 -2
/ ) V2—-1+1 V2
och 21 5
+
2) = ="

/@) 2+1 3

Vi ser att

5
2\/_—2<1<g

eftersom 2v/2 < 3. Alltsa ges funktiénens minimum av f (\/§ -1) = 2v/2 — 2 och dess
maximum av f(2) =5/3.

Grafen till funktionen kommer darmed att se ut som

Svar:

a) f'(x) =4sinxzcos®z.



b) Maximum &r f(2) = 5/3 &~ 1,67 och minimum f(v/2 —1) = 2v/2 -2~ 0, 83.
a) Berikna arean av omradet mellan kurvorna y = sinx och y = sin®z pa inter-
vallet 0 < 2 < 7. (Ledning: sin® x = (1 — cos2x)/2. ) (3)
b) Beriikna integralen
w/2
/ r?sinx da.
0

med hjilp av partiell integration. (3)

¢) Anvind trapetsmetoden med tre delintervall for att bestdmma ett ndrmevérde

till integralen
w/2
/ 2 sinz dx
0
(3)

Lésning: a) Vi kontrollerar forst vilken av kurvorna som ligger hogst och om de skér
varandra. Skdrningarna sker nir sinz = sin®x, dvs nér sinz = 0 eller sinz = 1. 1
vart intervall intraffar detta vid x = 0, x = 7/2 och = 7. Det &r dock hela tiden
sin’ z som ligger underst, eftersom y? < y om 0 < y < 1. Vi har alltsa att arean av
omradet ges av

/ (sinz —sin*2)dr = / <sin:c ki
0 0 2

T n sin 2x
= |—cosx — —
2 4

:(_(—1)—g+%)—(—1—g+%)=2—g-

b) Vi anvinder partiell integration genom att derivera x? och integrera sinz. Pa sa
sétt far vi

/2 w/2
/ sincdr = [2*(— cosx)}g/2 —/ 2x(—cosx) dx
0 0

w/2
=(7/2)*-0—-0% (-1)+ / 21 cos  d.
0

Vi anviander partiell integration pa den senare integralen och far

/2 w/2
/ 2rcosrdr = [2xsin a:]g/2 - / 2sinz dx
0 0

—2(n/2) - 1—=2-0-0— [2(—cos )]
=7—2-(=0)+2-(-1)=7m—2.



c¢) Enligt trapetsmetoden skall vi approximera integralen med arean av tre parallell-
trapetser. Dessa har areorna

2 2
T 9 . ™ .om T (T
= 0+ — )= L
12 (0 b g s 6) 12 <72>

w (72 o« n ™2 o7 7w [ w2 n 7T2\/§

— [ —=sin—+ —sin—= | = — | —

12 \ 62 6 32 3 12 \ 72 18

T (m 7w L o 7 (723 i w2
— | mmsin- 4+ —=sin= | = — —
12 \ 32 3 22 2 12 18 4

Summerar vi dessa tre bidrag far vi

T (71’_2 V3 7T_2) 7 (571'2—1—2772\/3) _ (5+2V3)r®

i ~1,2.
12 36+ 18 - 4 18 216 ’

och

12

Svar:
a) Arean mellan graferna dr 2 — 7/2 areaenheter.
b) OW/2xQSinde: =7 —2.

c) En approximation med tre delintevall ger 1,2.



