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a) Bestdm vinklarna i en triangel med sidlingderna 22 m, 53 m och 43 m. Ange

svaren som niarmevirden med en decimals noggrannhet. (3)

b) En fyrhorning har sidlingder 4,3 c¢m, 5,3 cm, 8,2 cm och 5,6 cm i denna

ordning. Vinkeln mellan den forstndmnda och den sistndmnda sidan &r 35°.

Bestdm fyrhorningens area. (3)

¢) Bestdm arean av det minsta cirkelsegment som bildas da en ritvinklig triangel

med sidléngder 5 ¢cm, 12 ¢cm, och 13 cm skrivs in i en cirkel, sa att alla tre hornen

ligger pa cirkelns periferi. (3)

Lésning: a) Vi kallar sidlingderna for a, b och ¢ och motstaende vinklar fér «, 5 och
7. Om a =22 m, b =53 m och ¢ =43 m far vi enligt cosinussatsen att

V¥ +c*—a® 2087
2bc © 2279

cosa = ~ 0,916

vilket motsvarar o & 23, 7°,

a® + % — b? 119
T T 2 0,252
cos 2ac 473 T

vilket motsvarar § = 104, 6°, och

a2+ -2 361
ATy TC P 0619
cos 2ab 583 0

som motsvarar v = 51,7°. Vi kan kontrollera att o + 3 4+ v = 180°.

b) Om vi kallar hérnen for A, B, C' och D har vi fatt givet att |[AB| = 4,3 cm,
|IBC| = 5,3 ¢cm, |CD| = 8,2 cm och |[DA| = 5,6 cm. Dessutom vet vi att vinkeln
vid A dr a = 35°. Vi kan med hjélp av cosinussatsen skriva upp tva ekvationer for
strickan d = |BD)|, dels genom triangeln ABD, dels genom triangeln BC'D. Detta
ger att
d> =|AB]?>+ |DAJ]?> — 2|AB| - |DA| cos «
= |BC|?> + |CD|?> — 2|BC| - |CD|cos~y
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och vi kan 16sa ut vinkeln vid C, v, genom

|BC|? + |CD|?> — |AB|? — |DA|?> + 2|AB| - |DA| cos o
2[BC|-|CD|

cosy =

Nér vi sdtter in de givna virdena pa sidorna och vinkeln far vi

5,32 48,22~ 4,325 62+2-4,3-5,6c0835°
— ) b b ) b b %0977‘
oS 2.5,3-8,2 ’

Alltsa far vi v &~ 12, 3°. Arean av fyrhérningen ges nu av summan av areorna av de
tva trianglarna ABD och BCD, dvs enligt areasatsen

1 1
§|AB| - |DA|sin« +§|BC| - |CD|sin~y
4,3-5,6sin35°  5,3-8,2sin12, 3°
- 2 * 2

cm? ~ 11,5 cm?

c) Eftersom triangeln &r riatvinklig hamnar hypotenusan som diagonal i cirkeln. Det
minsta cirkelsegmentet dr det som bildas av sidan med kortast lingd, a = 5 ¢cm. Cir-
kelns radie &r 7 = 13/2 = 6,5 cm. Vi kan fa 6ppningsvinkeln, ¢, genom cosinussatsen
som

6= 2r —a® 119

CBP= T T 169

och ¢ ~ 0,7896 radianer. Cirkelsegmentets area blir saledes
r¢ .

35 Esm¢z 1,68 cm?.
Svar:

a) Vinklarna ir a ~ 23,7°,  ~ 104, 6° och v = 51,7°, med en decimals noggrann-
het.

b) Fyrhérningens area dr 11,5 cm?.

c) Cirkelsegmentets area ér 1,68 cm?.

a) Bestdm de tva minsta positiva losningarna till ekvationen

13 3nt — 27 _3
sin 10 = 8.

Ange svaren med tre gillande siffrors noggrannhet. (3)

b) Bestdm samtliga losningar till ekvationen
sint + 2sintcost + 3cos’t = 1

Ange svaren pa exakt form. (3)



c¢) Bestam konstanterna a, b och w sa att ekvationen
acoswt + bsinwt = 2

har l6sningarna ¢t = —2 + 24n och ¢t = 4 + 24n, dir n ar ett godtyckligt heltal.
Ange svaren pa exakt form. (3)

Losning: a) Om vi sitter x = (37t — 27)/10 kan vi skriva ekvationen som
sinz = 8/13.

Vi far en 16sning som = = arcsin8/10 ~ 0,663 och den andra lGsningen i intervallet
0 <z <2mgesavae=m—arcsin8/13 ~ 2,479. De 6vriga losningarna fas genom att
ldgga pa multipler av 27 som &r perioden for sinz. Vi kan 16sa ut ¢t som en funktion

av z och far da
¢ 10x + 27

3T
Den forsta l6sningen ger

N 100,663 + 27
- 3T

t

~ 1,37

och den andra ger
+ o 10-2,479 + 27

3T
Perioden for hogerledet i ekvationen ar 27/(37/10) = 20/3 =~ 6,67. Alltsa blir
narmaste mindre losningar 1,37 — 6,67 = —5,30 < 0 och 3,30 — 6,67 = —3, 37.
Eftersom bada dessa dr negativa har vi funnit de bada minsta positiva losningarna
till ekvationen.

~ 3, 30.

b) Vi kan skriva om hégerledet som sin? ¢+ cos? ¢ med hjilp av trigonometriska ettan.
Da far vi ekvationen

sin®t + 2sintcost + 3cos’t = sin®t + cos® t

vilket forenklas till
2sintcost 4+ 2cos’t = 0.

Om vi faktoriserar vansterledet far vi
2(sint 4 cost) cost = 0.

Dérmed ges l6sningarna av nollstéllena till cost och sint + cost. Den forstndmnda
har nollstéllen /2 + nm och den andra kan vi skriva som

sint 4+ cost =0 <— tant = —1

eftersom sint och cost inte kan vara noll samtidigt. Losningarna blir ddrmed ¢ =
arctan(—1) + nm = —7w/4 + nm, dir n ir ett godtyckligt heltal.
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c¢) For att perioden skall vara 7" = 24 behover vinkelhastigheten vara w = 27/T =
7/12. For att fa reda pa a och b kan vi sétta in 16sningarna fér n = 0. Eftersom

- 1  VE]

sinwtozsin?:—i, coswtozcos?:7
och
sin wt; = sin T_ ﬁ Ccos wty = Cos T_ 1
3 27 3 2
far vi ekvationerna
a? — b% = 2
a% + b? = 2

Om vi multiplicerar den forsta ekvationen med v/3 och ligger till den andra far vi

3 1
(§+§>a_2¢§+2

vilket ger a = 1+ V3. Om vi istéllet multiplicerar den andra ekvationen med V3 och
drar bort den forsta far vi

<g+%)b:2¢_—2

vilket ger b = /3 — 1.
Svar:

a) De tva minsta positiva l6sningarna &r ¢ = 1,37 och ¢ = 3,30, med tre gillande
siffrors noggrannhet.

b) Losningarna ges av t = 7/2 + nm och t = —w /4 + nw, dir n ir ett godtyckligt
heltal.

c) Konstanterna skall vara a = V3 + 1,b= V3—1ochw= 7 /12.

a) Bestdm derviatan av funktionen

cost
t)=sin’t+3 :
J(8) = sin"t + cos 3t
Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvinds.  (3)

b) Bestdm det storsta och minsta virde funktionen
g(z) =3sin®t + 4 cos’ t

antar pa intervallet 0 < ¢ < 7/3. Ange svaret med tre géllande siffrors nog-
grannhet och skissera grafen fér funktionen pa samma intervall. (4)



c¢) Det finns en vixande deriverbar funktion f(x) som &r definierad pa intervallet
—1 <z <1 och som uppfyller

sin(f(r)) = =
for alla —1 < z < 1. Anviind kedjeregeln for att berékna derivatan for f(z). (2)

Lésning: a) For att derivera den forsta termen anviinder vi kedjeregeln. Derivatan
av sint dr cost och derivatan av * dr 3t2. Alltsd #r derivatan av sin®# lika med
3sin®tcost. For att derivera den andra termen anviinder vi kvotregeln och kedjere-
geln. Vi skriver funktionen som ¢(t)/h(t) med g(t) = 3cost och h(t) = cos 3t, vilket
ger

(g(t) >' _ g'(t)h(t) — g(t)h'(t)  (—3sint)cos3t — 3 cost(—3sin 3t)

h(t) h(t)? - cos? 3t

Sammantaget far vi att

3sintcos 3t — 9costsin 3t

"(t) = 3sin®tcost —
F'®) cos? 3t

b) For att bestimma lokala extrempunkter beréknar vi eventuella nollstéillen hos
derivatan till funktionen. Enligt kedjeregeln far vi att

g'(t) =3 (3sin’t)cost +4 - (3cos’t)(—sint) = 3sintcost(3sint — 4 cost).

Derivatan dr noll om nagon av faktorerna dr noll. I intervallet 0 < ¢t < 7/3 &r cost # 0
och sint = 0 bara fér ¢ = 0. Den tredje faktorn &r noll om tant = sint/cost = 4/3.
Detta hiinder en gang i intervallet 0 < ¢ < /3, nimligen f6r ¢ = arctan(4/3) ~ 0, 927.
Virdet for funktionen i &ndpunkterna ges av

g(0) =3sin®0+4cos’0=3-0+4-1=4

och

34 4
3(\/3) +—:9\/_iz2,45.

g(m/3) = 3sin®(7/3) + 4 cos’*(7/3) = 5 5 3

Vi jamfor med virdet i to = arctan(4/3) dér vi far
sintg = — och costy = 3
75 75

om vi ser pa en ritvinklig triangel med sidorna 3, 4 och 5. Alltsa &r

4\? 3\* 12.16+12-9 12
t :3. _ 4. — = :—:24
9(to) <5) * (5) 125 5~ &40

Eftersom 2,40 < 2,45 < 4,00 ar funktionens maximum 4, 00 och dess minimum 2, 40.
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¢) Om vi deriverar identiteten sin(f(z)) = z far vi enligt kedjeregeln
cos(f(z))f'(z) = 1.
Eftersom sin?(f(z)) + cos?(f(z)) = 1 och sin(f(z)) = x far vi att
cos(f(z)) = £V1 — 22

Darmed maste .

V1—12

Eftersom f(z) dr vixande maste f'(z) > 0 och ddrmed

fle) =+

1
V1—a2

Observera att vi kan se att funktionen inte kan vara deriverbar i intervallets &ndpunkter,
Tz ==£l.

f'(x) =

Svar:

a) f'(t) = 3sin®tcost — (3sintcos 3t — 9costsin3t)/ cos? 3t.

b) Funktionens maximum ir 4,00 och dess minimum &r 2, 40.

c) fl(z) =1/v/1— 22



4.

a) Berékna det exakta virdet av integralen

/4
/ (sinz + cos 2z) dx.
—/4
(3)
b) For att berdkna tyngdpunkten hos en balk vars tvéirsnittsyta begrinsas av kur-
vorna y(z) = £ f(z), fér a < z < b, behdver man berékna kvoten

B fab f(z)zdx

’ fab f(z)dx .
Beriikna T, om f(x) =sinz for 0 <z < 7/3. (3)
¢) Beriikna volymen av den rotationskropp som bildas da kurvan y = sinz+2 cos x
roterar kring z-axeln pa intervallet —7 /4 < z < /4. (3)

Lésning: a) Eftersom sin z dr derivatan av — cosx och 2 cos 2z ér derivatan av sin 2z
kan vi beridkna integralen

/4 in 2 /4
/ (sinz + cos2z)dx = [— oS T + x}

—m/4 —7/4
——cosz+Sing +cos_—7r— Sin%ﬂ
N 4 2 4 2
V2 1 V2 -1 B

R e T e |
5 Tt T

b) Vi behdver anvéinda partiell integration for att berdkna

w/3
A =/ zsinz dx
0

w/3
= [~z cosz]]/® — / (—cosx)dx
0

1
=—g-§+0-1+[sinac]g/3
3 3v/3 —

7r+\/_ T

For att berdkna ndmnaren riacker det att berdkna integralen

w/3 1 1
B:/ SinzL‘dl‘:[—COS:C]STB:—COSE-FCOSO:——-FIZ—
o 3 2 2

Alltsa far vi i vart fall att tyngdpunkten hamnar i

B 3

1
2



c¢) For att berdkna rotaionskroppens volym behdver vi berdkna integralen

w/4
V=7T/ (sinz + 2cos )’ dx
—7/4

Vi kan skriva om integranden som

(sinz + 2cosx)? = sin?x + 4sinz cos v + 4cos’ x

och med formlerna f6r dubbla vinkeln blir detta

1 1 ) 3
5(1 — cos 27) +2sin2$+4-§(1+cos2x) = §+2sin2:1c+ §cos2x.

Vi kan nu berdkna integralen som

w/4 5 3
% :7‘(’/ <§+2sin2x+56032x> dx

—m/4 v/t

5 3
T {g — cos 2x + 1 sin Qx]

Svar:

a) f:/rjll(sinx +cos2z) dz = 1.

b) Vi far T, = (3v/3 — 7)/3.
¢) Rotationskroppens volym ir 572 /4 + 37 /2 volymsenheter.



