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4 Fjiarde veckan — Derivator med tillampningar

Veckans begrepp

e optimering, extrempunkter, lokala maxima och minima

Newton-Raphsons metod for numerisk ekvationslosning

feluppskattning med hjélp av derivata

primitiva funktioner

Uppgifter fran kontrollskrivningar och tentamina

Ovning 4.1 Ldr f : R — R vara den funktion som ges av f(x) = (2cosz + 1), for alla
reella tal x.

a) Formulera kedjeregeln och anviind den for att derivera f. A3
b) Bestim maximum och minimum for funktionen f pad intervallet w/2 < x < 37/2. @)

c) Beskriv hur vi i allmdnhet finner extrempunkterna till h = g™ da g : R — R dr en given
funktion och n dr ett positivt heltal. ?2)

Ovning 4.2 Betrakta funktionen

sinx — cosx

fz) =

eCC

a) Formulera regeln for derivering av en kvot och anvdnd den for att berdkna derivatan av
f(z). Forenkla uttrycket sa langt som mdjligt. 3)

b) Skissera grafen for f(x) pd intervallet 0 < x < 7 och bestim maximum och minimum av
f(z) pa samma intervall. 4)



c¢) Funktioneny = f(x) dr losningen till en differentialekvation
y" +ay + by = 0.
Bestdm konstanterna a och b. 2)
Ovning 4.3 Betrakta funktionen f () = sinx + 2 cos? .

a) Formulera kedjeregeln och anviind den for att berckna derivatan av funktionen f(x). (3)

b) Bestim néiirmevdirden till maximum och minimum for f(x) pd intervallet 0 < x < 27 med
tva gallande siffror. 4)

¢) Bestim exakta viirden for maximum och minimum for funktionen f(x). ?2)
Ovning 4.4 Betrakta funktionen f(x) = 2(3 — 2)e*/%

a) Berdkna derivatan av funktionen f(x). Ange noggrant vilka deriveringsregler som anviinds.

C))

b) Bestim maximum och minimum for f(x) pd intervallet 0 < x < 10 och skissera grafen
for f(x) pd samma intervall. (5)

Ovning 4.5 Betrakta funktionen f(x) = (x> — x)e?*.

a) Berdkna derivatan av funktionen f(x). Ange noggrant vilka deriveringsregler som anviinds.

C))

b) Bestim maximum och minimum for f(x) pd intervallet —1 < x < 1 och skissera grafen

for f(x) pa samma intervall. 5)
Ovning 4.6

a) Derivera funktionen f(x) = 8 cos* & — 8 cos® x. (Var noggrann med att ange vilka derive-

ringsregler som anvdnds.) 2)

b) Derivera funktionen g(x) = cos 2x sin 3z. )

c) Bestim ett viirde pd konstanten a sd att funktionen h(z) = €% sin’ x far ett lokalt maxi-

mum i punkten x = /3. 5
Ovning 4.7
a) Derivera funktionen
6290 - 672:0
f(l’) - e2r 4 e—2x’

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anviinds. (3)



b) Bestdm det storsta och det minsta viirdet for funktionen

( ) sin x
r)=———
g 24 cosx

pa intervallet 0 < x < 27. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall. (4)

¢) Hirled derivatan av tan z direkt fran definitionen av derivata. (Ledning: Anviind att (sin x) /x
gdr mot 1 néir x gar mot noll.) 2)

Ovning 4.8

a) Derivera funktionen () @)
sin(z) — cos(x
J(x) = sin(x) + cos(z)

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anviinds och hur de anvinds. (3)

b) Bestdm det storsta och det minsta viirdet for funktionen

() 24z
€T g
g 5+ 22

pa intervallet —5 < x < 5. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall.  (4)
¢) Visa direkt fran definitionen av derivata att en exponentialfunktion, h(z), uppfyller

h'(0)

h'(z) = h(x) Ok

2)
Ovning 4.9

a) Berdkna derivatan av funktionen

f(z) = \/1 — e~2% cos(x)

som dr definierad for x > 0. Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som
anviinds och hur de anvdnds. 3

b) Anvind Newton-Raphsons metod for att bestimma ett ndrmevdrde till nollstdllet till funk-

tionen f(x) = sin(z) + x — 1. Utfor tva iterationer med startviirde © = 0. och ange

nollstdillet med korrekt antal gdillande siffror. @)]

c) Hidrled formeln for derivatan av en produkt av tva deriverbara funktioner. ?2)
Ovning 4.10



a) Berdikna derivatan av funktionen
f(z) = Inzsin® .
Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvinds. (3)

b) Berdkna maximum och minimum for funktionen

(z) 2% + 8

€Tr) =

g 2z 43

pa intervallet 0 < x < 3 och skissera grafen for funktionen pa samma intervall. “4)

c) Om man behover berikna /57 med en miniriknare som saknar kvadratrotsfunktion kan
man anvinda Newton-Raphsons metod. Anvind den for att berikna ett ndrmevirde med
tre gdllande siffrors noggrannhet utgdende fran startvirdet vy = T7. (2)

Ovning 4.11
a) Berdikna derivatan av funktionen
fla) = e/
och ange tydligt vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvdnds. 3)
b) Berikna maximum och minimum for funktionen
flx) = ze= /2

pa intervallet —2 < x < 2. Ange svaren exakt. Skissera ocksad grafen for funktionen pa
samma intervall. @)

c) Anvind Newton-Raphsons metod for att berikna ett ndrmevdrde till den losning till ekva-

tionen
dsine = x
som ligger i intervallet O < x < w. Gor tva iterationer fran startvdirdet xo = . 2)
Ovning 4.12

a) Berdkna derivatan av funktionen
f(x) = e V= cos(x)

som dr definierad for x > 0. Var noggrann med att enge vilka deriveringsregler som
anviinds och hur de anvdnds. 3



b) Bestdm maximum och minimum for funktionen
g(z) = 22T — 32/
pa intervallet 0 < x < 1. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall. @)

¢) For att bestimma maximum for funktionen h(x) = e~ sin(wt) for t > 0 vill man hitta det
forsta nollstdllet for derivatan, h'(x). En forsta gissning dr t = 7 /2w, eftersom sinusfunk-
tionen har sitt maxmimum i den punkten. Anvind Newton-Raphsons metod for att forbdittra
denna gissning. 2)

Ovning 4.13
a) Berdikna derivatan av funktionen
f(z) = (1 +sin®2)(2 + cos® x)

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvdnds.
Forenkla uttrycket sa langt det gar 4)

b) Bestdm maximum och minimum for funktionen

() 2 +1

€Tr) =

J r+1

pa intervallet 0 < x < 2. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall. o’



Svar till uppgifter fran kontrollskriv-
ningar och tentamina

4.1
a) f'(z) = —4sinz(cosx + 1)3.
b) Maximum dr 1 och minimum dr 0.

c) Genom att se pa nollstillena till ¢'(x) och
g(x), samt dndpunkterna pd intervallet.

4.2
a) f'(z) =2e *cosz.

b) Maximum dr f(7/2) = e~™? ~ 0,21 och
minimum ér f(0) = —1.

c) Konstanterna ges av.a = b = 2 ochy =
f(x) dr en losning till y" + 2y’ + 2y = 0.

4.3

b) Derivatan av g(x) dr ¢'(x) = —2sin 2z sin 3+
3 cos 2z cos 3.

c) Funktionen har ett lokalt maximum i punkten
r=mn/30ma=—23.

4.7
a) Derivatan dr f'(x) = 8/(e** 4 e=27)2,

b) Det storsta viirdet dr V3 /3 och det minsta dr

—/3/3.
c¢) Dervatan av tan(zx) dr 1/ cos?(z).
4.8
a) Derivatan dr f'(x) = 2/(1 + sin 2x).

b) Det stirsta viirdet dir 1/2 och det minsta viirdet
dr —1/10.

4.9

a) Derivatan av f(z) dr f'(z) = cos z—4 cos zsin 2.@) Derivatan dr f'(z) = (2cos z+sinz)/(2v1 — e~** cos ).

b) Maximum av f(x) dr 2,1 och minimum —1,0,
pd intervallet 0 < x < 27.

¢) De exakta virdena for maximum och mini-
mum dr 17/8, respektive —1.

44

a) Derivatan av f(x) dr f'(x) =
$2)€_$/2/2.

(6 —7x +
b) Maximum av f(z) dr 2¢~Y/? ~ 1,2 och mi-
nimum dr —18e 3 ~ —0, 90.

4.5

b) Maximum av f(x

och minimum dr % 1

4.6

b) Nollstillet dr x =
siffrors noggrannhet.

0,51 med tva gdllande

4.10
a) f'(z) = (1/x)sin®x 4 2In z sin z cos .

b) Maximum ges av g(3) = 26/9 och minimum
avg(l) = 2.

c) x = 7,55 dr en approximation av /57 med
tre gdllande siffror.

4.11
a) f'(z) = (1/x)sin®x 4 2In z sin z cos .

b) Maximum ges av g(3) = 26/9 och minimum
av g(1) = 2.

c) x = 7,55 dr en approximation av /57 med
tre gdllande siffror.

4.12

a) Derivatan av f(z) dr f'(z) = —32 cos? zsin z+

16 cos x sin x.

a) f'(z)=(1—a?)e /2.



b) Maximum dr f(1) = 1/\/e och minimum
F(=1) = 1/ Ve

c) Tvd steg med Newton-Raphsons metod ger
ndrmevirdet x = 2,47 (med tre gdllande

siffror).
4.13
a) f'(z) = —e V¥(cosz/(2y/x) + sinz).
b) Maximum dr g(2/5) = 8v/10/125 och mini-
mum dr g(1) = —1.
¢) Den forbdttrade gissningen drt, = w/(2w)+
a/(a® — w?).
4.14

a) f'(x) = 4sinx cos? z.

b) Maximum dr f(2) = 5/3 = 1,67 och mini-
mum f(v/2 —1) =22 -2=0,83.



