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1. En välkänd sats säger att

∞∑
n=1

an är konvergent =⇒ lim
n→∞

an = 0.

Visa att omvändningen är falsk genom att betrakta exemplet an =√
n + 1−

√
n. Det vill säga, visa att

lim
n→∞

(
√

n + 1−
√

n) = 0,

men att
∞∑

n=1

(
√

n + 1−
√

n) är divergent.

Lösning:

an =
√

n + 1−
√

n =
(
√

n + 1−
√

n)(
√

n + 1 +
√

n)√
n + 1 +

√
n

=
1√

n + 1 +
√

n

=
1√
n
· 1√

1 + 1/n + 1
, där

1√
1 + 1/n + 1

→ 1

2
d̊a n →∞

=⇒ limn→∞ an = 0 och
∑∞

n=1 an är divergent, vilket man ser genom
jämförelse med serien

∑∞
n=1

1
n1/2 , som är divergent eftersom 1/2 < 1.

2. Bestäm konvergensomr̊adet (inklusive eventuella ändpunkter) för po-
tensserien

∞∑
n=1

xn

√
n

.

Lösning:

an =
xn

√
n

=⇒ |an+1|
|an|

=
|x|n+1

√
n + 1

·
√

n

|x|n
= |x| · 1√

1 + 1/n
→ |x|

1



d̊a n →∞, s̊a kvottesten säger att
∑

an är konvergent d̊a |x| < 1 och
divergent d̊a |x| > 1. Återst̊ar: x = ±1.

x = +1 =⇒
∑ 1

n1/2
= divergent;

x = −1 =⇒
∑ (−1)n

n1/2
, som är konvergent enligt Cauchys sat om

alternerande serier.

3. Visa direkt fr̊an definitionen (s̊aledes utan att använda den sats som
säger att kontinuerliga funktioner p̊a kompakta intervall automatiskt
är likformigt kontinuerliga där) att funktionen f(x) = x2 är likformigt
kontinuerlig p̊a [−5, 5].

Det vill säga, visa att det för varje ε > 0 finns ett δ som bara beror p̊a
ε s̊a att

x1, x2 ∈ [−5, 5] och |x1 − x2| < δ =⇒ |x2
1 − x2

2| < ε.

Lösning: P̊a [−5, 5] är

|x2
1 − x2

2| = |(x1 − x2)(x1 + x2)| ≤ |x1 − x2| · (5 + 5) = 10 |x1 − x2| < ε

om |x1 − x2| < δ
def
=

ε

10
.

2


