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. Finns det en funktion sadan att f(7) =6, f(1) =0, f/(1) =1 och
ffx)y>0for1 <z <77

. Finns det en funktion sddan att fon f(z) dx = n, for alla naturliga tal, n,
och f'(x) > 07

. Ett klot med radie R, centrerat i origo i rummet, skars itu av planet z = a,
dér 0 < a < R. Bestdm volymen hos de tva delarna.

. Bestam de reella konstanterna a och b sa att polynomet
p(z) = 2* 4+ ax® 4+ 242 — 522 + b

blir jimnt delbart med 22 — 2x + 10 och ekvationen p(z) = 0 saknar reella
rotter.

a) Visa att en strangt vixande funktion &r inverterbar.

b) Visa att inversen till en stringt vixande funktion ar stringt vixande.

. Planen 3z + 3y — 2z = 4 och « — 4y + z = 3 skér varandra i en linje.
Bestdm kortaste avstandet fran linjen till planet 9z — 6y — z = —3.

. Foljande sats ar falsk. Finn alla felaktiga steg i beviset och ge motexempel
till vart och ett av dem.

Sats: Lat f vara en tre ganger deriverbar funktion sadan att f”(z) #0 i
ett Oppet intervall, I. Da ar f konstant pa I.

Bevis: Eftersom f” &r kontinuerlig och f”(x) # 0 sa kan vi anta att
f"(x) < 0. Men om f”(zg) < 0 sa betyder det att funktionen har ett lokalt
maximum i punkten z, vilket ger att f’(zq) = 0. Eftersom f”(z) < 0 for
alla z i intervallet I har vi visat att f/(x) = 0 for alla punkter i intervallet.
Men det ger att f ar konstant i I.

. Foljande sats ar falsk. Finn alla felaktiga steg i beviset och ge motexempel
till vart och ett av dem.

Sats: Lat f vara en tva ganger deriverbar funktion sadan att f”(x) =0
for alla x i ett slutet och begrénsat intervall, I. Da ar f konstant pa I.

Bevis: Att f”(z) = 0 {6r alla z i I ger att f/(x) &r konstant pa intervallet.
Men pa ett slutet och begransat intervall s antar en kontinuerlig funktion
max och min, och i dessa punkter galler f/(zp) = 0. S& om f’ ska vara
konstant maste alltsa f'(z) = 0 for alla « i I, vilket ger att f &r konstant
pa intervallet.



Losningar

1. Da f"”(x) > 0 ar f’ strangt vixande, vilket ger f'(z) > 1om 1 < x < 7,
eftersom f/(1) = 1. Men da f(7) = 6 och f(1) = 0 finns enligt differ-
entialkalkylens medelvirdessats en punkt a sadan att 1 < a < 7 och
6=/F(7)—f(1)=[f"(a)(T—1)=6"f(a), dvs f'(a) = 1, vilket motséger
att f'(z) > 1 for alla 1 < 2 < 7. Alltsa finns ingen sadan funktion.

2. Enligt integralkalkylens medelvardessats géller att det finns en punkt a

sadan att 0 < a < 1 och
1
| f@do= sta)
0

och en punkt b sadan att 1 < b < 2 och

2
/1 f(x)dz = f(b).

(Observera att vi har 1 —0 = 1 och 2 — 1 = 1) Enligt forutsattningarna

giller
/ f()do = / fa

sa vi far att f(a) = f(b). Enligt Rolles sats maste det dérfor finnas en
punkt ¢ i intervallet (a,b) sadan att f/(c¢) = 0, men det motsiger villkoret
f/(x) > 0. Diarmed far vi att det inte kan finnas en funktion som uppfyller
forutsattningarna.

3. Klotets volym kan fas som en rotationsvolym genom att rotera funktionen
f(z) = VR? — 22, definierad pa intervallet —R < z < R, kring z-axeln.
Volymen ges da av integralen

R R
V= W[R(f(x))de = W[RR2 — 2?dx.

Att dela klotet med planet x = a svarar mot att dela upp integralen i
delarna V7 och V5, dar

3 R3 a
R2 R3 Cl_ Y = R2 -
(R%a + 3 3) 7(R%a + 3 3)
V2—7r/ RrR?— xda:—ﬂ'[ %]
R3 a? 2R3 d?
= (R - = — (2
7( 3~ 3) (= -3)
SVAR: Volymerna hos delarna blir V; = 7(R%a + @ — %) och V5, =
3 3
n(2 ),



4. Losningarna till andragradsekvationen 22 — 22 4+ 10 = 0 &r z; = 1 + 3¢
och z9 = 1 — 3i. Da ekvationen p(z) = 0 forutsitts sakna reella 16sningar,
och vi antar att p(x) kan delas med det reella polynomet 22 — 2x + 10, sa
maste de tva Ovriga l6sningarna vara konjugerade. Lat ¢ vara nagon av
dessa. Vi har da att

p(z) = (22 —=2x+10)(2® —2- Re(c)z + |c|?)
= 27— (242 Re(c))2® + (|¢|* +4- Re(c) + 10)z? +
+(=2[¢|* = 20 - Re(c))x + 10|c|?.

Jamfor vi det med det givna uttrycket for p(z) ser vi att a = —(2+ 2 -
Re(c)), 24 = |¢|*> + 4 - Re(c) + 10, 52 = 2|¢|? +20 - Re(c) och b = 10 - |c|?.
De tva mellersta identiteterna ger oss ekvationssystemet

24 = |c|?> + 4 - Re(c) + 10
52 = 2|c|? + 20 - Re(c),

med losningarna Re(c) = 2 och |c[? = 6. Vi far dirmed a = —(2 + 2 -
Re(c)) = —6 och b= 10 - |c|? = 60.
SVAR: a = —6 och b = 60.

5. En funktion, f, ar inverterbar om och endast om det for varje punkt y i
viardeméngden finns precis ett x sa att f(z) =y, dvs om f(y1) = f(y2) sa
géller y; = yo. Om f ej &r inverterbar maste det alltsa finnas punkter z1,
x9 sadana att f(x1) = f(x2) men 1 > xo. Eftersom en striangt vixande
funktion uppfyller f(z1) > f(z2) om x1 > x2 kan detta aldrig intréffa {or
en strangt vixande funktion. Darmed &r alla strangt vaxande funktioner
inverterbara. For att visa att inversen till en striangt véixande funktion &r
stringt viixande s& anvinder vi oss av att y = f~!(z) & x = f(y). Lat 1
och x5 vara punkter sadana att z; > 2. Vi har da att om y; = f~!(z1)
och yo = f~'(xg) sd giller x; = f(y1) och x5 = f(ya2). Om y1 < yo sd
skulle vi, enligt antagandet att f &r strangt vixande, fa att x1 = f(y1) <
fy2) = xa, vilket ger en motsigelse. Alltsa maste vi ha att y; > yo, vilket
visar att f~! dr vixande.

6. Skérningslinjen fas genom att 16sa ekvationssystemet

I x—4y+2=3
"13z4+3y—22=4

Systemet kan 16sas med Gauss-Jordans metod
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Systemet har alltsa 16sningarna

Skarningslinjen blir ddrmed
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En punkt pa planet ar (0,0,3). Avstandet kan fas genom att ta langden
av projektionen av vektorn @ = (3, —%,0) — (0,0,3), som gar fran planet
till linjen, pa den normerade normalen till planet. Avstandet blir sa

Ver62+12 J1s V59

dar 77 ar den normerade normalen. SVAR: ,/%.

373
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. Att f"(z¢) < 0 ger inte direkt att f har ett lokalt maximum i punkten, ex-
empelvis dr D?(—x?) = —2 6verallt men —2? har lokalt maximum enbart

daxz=0.

. En kontinuerlig funktion antar visserligen storsta och minsta vérde pa ett
slutet, begransat intervall, men dessa varden kan antas i &ndpunkterna
och medfor déarfor inte att derivatan maste vara noll i de punkterna. Tex
uppfyller funktionen f(x) = z forutsittningarna i satsen pa intervallet
[0,1] men den ar inte konstant dér.



