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Finns det nagon funktion f : R — R med nedanstaende egenskaper?
f(n) =n —1 for alla heltal n.

f &r deriverbar och f’(z) > 0 for alla reella tal x,

n TL2
/ f(z)dx = o for alla heltal n > 5.
0
En ldskedrycksburk som rymmer 33 cl ska tillverkas i formen av en cylinder.
Bottenplattan och topplattan ska goras i ett material som kostar 10 o6re per
kvadratcentimeter, medan resten ska goras i ett lite tunnare material som

kostar 5 ¢re per kvadratcentimeter. Hur hog ska burken vara om man vill
minimera materialkostnaden?

Avstandet fran en punkt (x, ;) i planet till linjen az + by + ¢ = 0 &r enligt
lazy + byy + |

Va? + b?

. Bevisa att denna formel ar sann.

avstandsformeln

Den vitala delen av ett vinglas har formen av den yta som uppstar da kurvan

1 2

Y=\ 1+ (222

mycket rymmer glaset maximalt?

0 < x < 2, roterar kring x-axeln. Enheten &r dm. Hur

Tank dig att en tva meter lang cylinder vars bottenplatta har arean

1 kvadratmeter har en densitet p som varierar enligt formeln p(z) =
4 z\°

<§ ~9 ton per kubikmeter, diar x ar avstandet till bottenplattan. Hur

mycket viager cylindern?



Ge exempel pa en reellviard funktion f med foljande egenskaper:
f"(x) existerar och ar kontinuerlig for alla reella tal

f ar avtagande pa intervallet z < 0

f’(x) >0 foralax <0

(1) =0

f(1) ==3



Losning 1: Om f/(z) > 0 for alla > 0 maste f vara vixande pa det intervallet. Om

dessutom f(n) =n — 1 for alla heltal n sa betyder det att f(x) < [z] (heltalsdelen
5

av ) for alla « > 0. Ddrmed maste / fx)de <1+2+3+4=10< 5*/2. En

0
funktion som uppfyller alla de tre givna villkoren kan alltsa inte finnas.
Svar: Nej.

Losning 2: Lat hojden av burken vara h och bottenplattans radie r. Arean av bot-
tenplattan dr da r2m, arean av topplattan lika mycket, och arean av den buktiga
ytan ér 27rh. Eftersom volymen ska vara 33 cl, vilket ér lika med 330 cm3, far vi

ett samband mellan radien och hojden; volymen V = 330 = r27h, vilket medfor att

330
h = ——. Den totala materialkostnaden K(r) blir dérfor
rim

K(r)=10-2r’7 +5- 27m~32ﬂ = 20r?m + @,
rim r
dar r > 0 ty annars ar det inte fragan om nagon burk. Vi ser att lim,_ o K(r) =
lim, o, K(r) = 0o och att K(r) dr deriverbar och positiv pa det aktuella intervallet
sa ett minimum finns och antas i en punkt déar derivatan &ar 0. Vi deriverar och far

3300
K'(r) =40rm — 2
vilket ger att K’(r) = 0 om och endast om r* = 3300/407 dvs om och endast om
b 330
— m(3300/407)2/3°
330 .
Svar: h = ~(3300/407)27% cm (ungefér 12 cm)

Losning 3: Se boken.

Losning 4: Volymen V' av den rotationskropp som uppstar ges av

2 Y | 7 o P14 (2/2)* -1
V:W/O(y(ac)) dx—w/o Eil—l—(x/Z)de—Z/o T+ (2/2)° dx

_ %/02 (1 _ m) dr = Tz — 2arctan (¢/2));
= Z2-1/2).

4
Svar: %(2 —7/2) liter (ungefir 0, 3 liter).




Losning 5: Om vi delar in cylindern i smala “hockeypuckar” parallella med botten-

plattan, var och en med tjocklek Az, sa har varje sadan hockeypuck volymen 1-Ax

och vikten av den hockeypuck som ligger pa nivan x 6ver bottenplattan ar ungefér
4 2

(§ — % Az. Cylinderns totala vikt blir da ungefér lika med summan av alla dessa

hockeypuckars vikter. Detta dr en Riemannsumma och nér puckarnas tjocklek gar

mot 0 far vi en f6ljd av Riemannsummor som konvergerar mot integralen

2 4 2 2 . 2
/ 4 dac:/ 144 — 24z + x de
o \3 9 0 81

= [(144x — 122% + 2°/3)/81]5 = (240 + 8/3)/81.
Svar= Cylindern véger (240 4+ 8/3)/81 ton, dvs ungefir 3 ton.

Svar 6: Ta tex f(z) = (z —1)? — 3.




