Institutionen for matematik MODELLTENTAMEN
KTH

Tentamensskrivning, ar—-manad-dag, kl. x.00-(x + 5).00.
5B1132, Analytiska metoder och linjar algebra 1.

Godkéant pa moment nr n ger godkint pa uppgift nr n pa tentamen.
Betygsgrinser:

3 godként pa var och en av uppgifterna 1-5 och 3 poédng pa ugifterna 6-10
4 godkéant pa var och en av uppgifterna 1-5 och 7 podng pa ugifterna 6-10
5 godkéant pa var och en av uppgifterna 1-5 och 12 poédng pa ugifterna 6-10

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga 16sningar och motive-

ringar. Inga hjdlpmedel ar tillatna.
111
1. Beridkna determinanten till matrisen AAT + A-1 dar A={ 0 1 0]

120

2.  Bestdm avstandet fran punkten (9,-1,8) till striackan med dndpunkterna
(1,1,1) och (4,5,6).

2k " frn=1,23,.

Sk D

3. Visa med induktion att Z
4. Bestidm den allméinna l6sningen till differentialekvationen y™" +y = x2 + 2 sin x.

n2
5.  Undersok konvergensen av serien Z 3—

6. Visaatt tanx —2In(cos2x)>2x2 did 0<«x <% .

7. Beridkna arean av det omrade som ligger mellan kurvan y=—=—— och

Vx (1 +x)

dess asymptoter.

8. Bestdm det komplexa talet a sa att ekvationen
22+(2-1)224+(1-101z+a =0
far roten z =i. Los ekvationen fullstandigt.

, 2 _
9. Berdkna volymen av den kropp som uppstar da det av kurvan y = %

och x—axeln begrinsade dndliga omradet roterar ett varv kring x—axeln.

e
4+\/§

10. Vilket ar storst In(1 + \/E) eller



Losningsforslag till modelltentamen i Amelia I, 5B1132.

1. Man far
101 313 02 1 3-1 4
AT =11 2},AAT=[1 12, A1={0 1 0],AAT+A—1= 1 2 2] och
100 325 1 11 4 3 4
3-1 4
1 2 2| =-18.
4 3 4

2. Den striackan som sammanbinder punkterna (1,1,1) och (4,5,6) har riktning
4,5,6)—(1,1,1) =(3,4,5).
Strackans ekvation ar r(¢) =(1,1,1) + #(3,4,5) = (1 + 3¢, 1 + 4¢, 1 + 5¢) diar 0<¢<1.
Avstandet fran punkten (9,-1,8) till en godtycklig punkt r(¢) pa strickan ges
av \ (3t —8)2 + (4t + 2)2 + (5t — 7)2 = \50¢2 — 102¢ + 117.
Betrakta funktionen f(¢) = 50t2 — 102¢ + 117 (dvs avstandet i kvadrat), 0 <¢<1. Vi
har f(¢) = 100t — 102 < 0 vilket innebér att f dr en avtagande funktion och dess

minsta varde fas da ¢ = 1. Det sokta avstandet ar \/RI) = \/65_
Svar: \/36_

3. Vi kontrollerar att pastaendet

' 263 _ n
= 3k 3n
ar sant for n = 1: 2%3 = —% . Detta &r sant.
Antag att pastaendet &ar sant for n = m, dvs antag att det &ar sant att
S 2k-3 __m
= 3k 3m
Vi vill visa att pastaendet ar sant for n = m + 1, dvs vi vill visa att det ar sant att
1
N 2%-3 m+1
P} 3k T 3gm+1
Vi har
2k -3 N %-3  2m+1)-3
z 3; = 3; + mS;; .1 =1{enligt antagandet } =
k=1 k=1
- m ,2m-1 _-3m+2m-1 _ m+1
~ 3m gm+1 = gm +1 T gm+1

Enligt induktionsprincipen ar pastaendet sant for n=1, 2, 3, ... .

4. Karakteristisk ekvation &ar hir r2 + 1 = 0. Dess rotter dr r = +i. Foljaktligen ar
yn = A sinx + B cos x den allminna losningen till y” +y = 0.

Betrakta ekvationen y” +y =x2. Ansats y = ax?2 + bx +c¢ ger y = 2ax + b och
y” = 2a vilket, insatt i ekvationen, ger 2a + ax? + bx + ¢ = x2. Eftersom detta



skall vara en identitet sa maste koefficienterna for respektive x-potenser vara
lika,dvs a =1, 5 = 0 och 2a + ¢ = 0. Man far alltsa partikularlésningen
y1 = x2-2.

Betrakta ekvationen y” + y = 2 sin x. Vi soker en partikulér 16sning pa formen y
=ax cos x. Man far y" =a cos x —ax sinx och y”" = —2a sin x — ax cos x vilket,
insatt i ekvationen, ger —2a sinx =2 sinx, dvs @ =-1 och ys =-x cosx &ren
partikulérlosnin till ekvationen.

Den allménna losningen dr y =y, +y1 +y2 dvs

‘Svar: y=Asinx + B cos x + x2 — 2 — x cos x.

2
Lat a, =" . Vihar

3
) : 2 . 1+1/m)2 1
lim @2+l i S- (e + D2 _ 4. A +1/m)32 1 4
nl—I>n<><> an nlir}xv 3n+1p2 nl—r>n<><> 3 3 <

Enligt kvotkriterium ar serien Zan konvergent.
n=1

‘Svar: Serien ar konvergent.

Satt flx) = tan x — 2 In(cos? x) — 2x2 = tanx — 4 In(cos x) — 2x2. Vi har

f(x)=1+tan2x—-4 cos x|

[ (x) =2(1 + tanZ x) tan x + 4(1 + tanZ x) — 4 = 2(1 + tan x)2 tan x > 0 vilket innebér
att f~ ar viaxande i intervallet.

—4x =1+ tan?2x + 4 tan x — 4x och

Efersom [~ ar viaxande och f(0) >0 sa &ar f(x) >0 for alla x i intervallet, vilket
medfor att f ar vaxande.

Eftersom f &r viaxande och fl0) =0 sa ar flx) >0 for alla 0 <x < /2.

Lodriata asymptoter: y — - om och endast om x — 0+ Alltsa linjen x =0 &r en
lodrat asymptot.

Snedda asymptoter: % -0 och y >0 da x — . Alltsa linjen y =0 &r en snedd

asymptot.
Kurvan ligger i forsta kvadranten och har tva asymptoter x =0 och y = 0.

Arean =

dx={\/;=t, dx=2tdt}=J.1Lt2dt=[arctant]w=n/2.
o " 0

1
E‘;\/;(l +X)

z =1 &ren rot till ekvationen = 3+ 2-1Di2+(1-101)i+a=0 = a=-8—1.
]o)ivisionen av 23 +(2-1)22+(1-10i)2 -8 -1 med z—-1 ger z2 + 2z + 1 — 8i.
Aterstar att 16sa ekvationen 22 +2z+1-8i=0 < (z+ 1)2 =8i.
Satt z + 1 =a + bi. Man far

b2=0 = b==a
2ab =8 =a2=4 och b=a
alltsa a =b = 2. \ Svar: i,-3 —2i, 1 + 2i.

a2 —
a?2—-b2+2abi=81 & {




9. Kurvan skir x—axelnda x2—-5x+6 =0 dvs x =2 eller x = 3. Volymen ges av

3 3,
Von[ydron [R50,

5 )
5 5% 5x+4
Man far
x2-5x+6 _ 2 B 2 B -2/3 2/3
x2-bx+4 =1 x2-bx+4 _1+(x—1)(x—4) _1+x—1 -4
och
3
2/3 2/3 2 2 3 47
= —_ = —_— —_ s —_ =T —— 2
\% né’.(l ] +x_4)dx [x 3lnlx 1|+31n|x 4|]2 m—3 In
Svar: n—‘é—n In 2.

10. Betrakta funktionen f(x) = In(1 + x) — 4?-’|-7xx , x20. Vihar

1 12 @-22
1+x @A+22 1+24+x2°

vilket innebéar att f 4r en vixande funktion och eftersom f(0) = 0 sa ar f(\/§)>

0, dvs In(1 + \/5)— 3\/5 >0
4+\/§

fx)=

Svar: In(1 + \/E) ar storst.




