Institutionen for matematik MODELLTENTAMEN
KTH

Tentamensskrivning, ar-manad-dag, kl. x.00—(x + 5).00.

5B1133, Analytiska metoder och linjar algebra 2.

Uppgifterna 1-5 svarar mot varsitt moment i den kontinuerliga examinationen.
Av dessa uppgifter skall man bara l6sa dem som svarar mot moment man inte
blivit godkénd pa under kursens gang. Bedomning har dr Godkidnd/Underkéand.

Uppgifterna 6-10 poédngsétts med maximalt 4 poang per uppgift. Betygsgréanser:
For betyg 3 kriavs godkidnt pa moment 1-5 plus 3 poéang totalt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 4 kriavs godkdnt pa moment 1-5 plus 7 poéang totalt pa uppgifterna 6-10.
For betyg 5 kravs godkint pa moment 1-5 plus 12 podng totalt pa uppgifterna 6-10.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga 16sningar och motive-
ringar. Inga hjdlpmedel ar tillatna. Skriv program och grupp tydligt pa omslaget.

1. For vilka viarden pa konstanterna a och b 4ar de tre vektorerna (a,b,b),
(b,a,b) och (b,b,a) linjart beroende.

2. Beridkna riktningsderivatan av funktionen flx,y) = e -¥ i punkten (0, 0) i den
riktning som ges av vektorn v = (1, 1). Hur stor (maximalt) kan riktningsde-
rivatan av f i origo bli?

3. Bestdm storsta och minsta virdet av f(x,y) = 2x3 —xy? i omradet x2 +y2<9.

4. Beridkna linjeintegralen JF .dr,dar F=(-y arctan% , X arctan% ) och T' ar

r
randen till omradet x2 +y2<1, 0 <y <x genomlopt ett varv i positiv riktning.

5. Beridkna flodet av vektorfialtet F = (y, —x, z) upp genom paraboloidytan
z=4-x2—-y2 z>0.

6. Beridkna dubbelintegralen ”y dxdy, dar D &r omradet mellan kurvorna
D

y=V1-x, y=V1+x och linjen y =0.

7. a. Visa att vektorfiltet F = (y2 + 2xz, 22 + 2xy, x2 + 2yz) har en potential.
b. Bestidm den potential till F som har vardet 2 i punkten (0,0,0).

c. Beridkna linjeintegralen jF .dr,diar T drkurvan x=t—1#2, y=1t3, z=14
r
da ¢ gar fran 0 till 1.

8.  Kanten till ett ovalt bord beskrivs av kurvan x2 +y6 =1, didr x och y angesi
meter. Hur bred dr den smalaste korridor i vilken bordet kan vridas 180 gra-
der?

9. Anta att den differentierbara funktionen flx,y) uppfyller y f; —xf; = 0. Visa
att varje cirkeln med centrum i origo ar en nivakurva till f.

V.g.vand



10. Vi identifierar R2 med de komplexa talen, dvs ett komplext tal z =a + bi
identifieras med vektorn (a,b). For ett givet komplext tal w betraktar vi den
linjara avbildningen T,,:R2 — R2 som skickar ett komplext tal z till talet
T, (z) = z.2w; den vanliga komplexa multiplikationen. Vilka komplexa tal w

pa enhetscirkeln |w| =1 har den egenskap att matrisen for T,, har egenvek-
torer?



Losningsforslag till modelltentamen i Amelia 2, 5B1133.

1.

De givna vektorerna ar linjart beroende precis da determinanten av ned-
anstdende matris ar lika med noll.

a b b

b a b]

A=
b ba
Utrdknad blir determinantens vérde (a + 2b)(a — b)2. Sa vi far

‘Svar: a=>b eller a =-2b.

Vi har £,(0,0) = grad £0,0) - |v| . Man far
1))

grad f10,0) = (f%, f3)0,0) = (€ =Y, —e* ~¥),0) = (1, -1) och
v _ 1 (1,1),

vl <2

vilket ger £5(0,0)=(1,-1)- L (1,1)=0.
V2
Riktningsderivatan f7,(0,0) &4r maximal d4& u har riktning av grad f(0,0).

Maximala vérdet blir grad £0,0) - ¥ =(1,-1). 1 1-D= V2.
ju V2

Svar: 0 resp Ve

Eftersom funktionen f(x,y) = 2x3 —xy2 &r kontinuerlig och den tillatna
mingden x2 +y2 <9 ir sluten och begrinsad sa antar f bade ett storsta och
ett minsta viarde i miangden. Detta sker antingen i en inre kritisk punkt eller
i en kritisk punkt pa randen. (Nagra singulédra punkter finns inte.)
Inre punkter: Dessa fas ur ekvsystemet f; =6x2—-y2=0, f;, =—-2xy =0. Vi far
punkten (0,0).
Randen: x2+y2=9 < y2=9—x2 Man har flx,y) = 2x3 —x(9 —x2) = 3x3 - 9x =
h(x),ddr |x|<3.Urekv A'(x)=9x2—-9=0 firvi x = 1 svarande mot punk-
terna (1,:\/5), (—1,1\/5). Mot dndpunkterna x = 3 pa intervallet |x| <3 sva-
rar punkterna (+3,0).
Sammanfattning: Aktuella punkter ar (0,0), (1,=V8), (1,+V8) och (+3,0). I
dessa punkter antar f vardena 0,-6, 6, 54 och —54 alltsa

‘ Svar: Storsta viardet = 54, minsta vardet = —54.‘

Beteckna omradet med D och filtets komponenter med P(x,y) och Q(x,y). Vi
anviander Greens sats och far

F.dr= y X =y y y 1 _
Jl: dr ]J;J.(arctanx +1+y2/x2 2 +arctanx +1+y2/x2 2 dxdy

/4 1
=2 ” arctan? dxdy = { poldra koordinater } = 2 J- dv Jrv dr =
D x 0 0

B r2 1 02 TC/4_TC2
i N U

Svar: .




Flodet ges av HF -ndS, diar F =(y,—x,z) och S &r den del av ytan parabo-
S

loidytan z =4 —x2 —y2 som ligger ovanfor xy—planet. Vi far
n dS = (-2, -z, 1) dx dy = (2, 2y, 1) dxdy.
Projektionen D av S pa& xy—-planet &r cirkelskivan x2 + y2 <4,

J.J.F-ridS = “(y, —x, 4 —x2 —y2) - (2x, 2y, 1) dxdy =J.J.(4—x2—y2)dxdy =
S D D

= { poldra koordinater } = | dv

o—.F
(=Y S, .}

4-r2rdr=2n [2r2 —r44 ]2 = 8.
0

Vi har
y=N1l-x ©x=1-y2 y>0
y=m@ x=y2-1, y>0.
Dessa kurvor skéar varandra da
1-y2=92-1 o y2=1 < y =1 (eftersom y >0).

Detta innebédr att Dgesav y2-1<x<1-%2, 0<y<1 och vifar
2

y=1 x=1-y y=1 x=1-y2 1
[[yaxay=[ay | yar= [ ylx] . dy= [2y1-y» dy =
y=0 x=y2-1 y=0 x=y"-1 0

D
1
_ Sy dyoo [ AL

Svar: 1

9"

a. Funktionen F = (y2 + 2xz, 22 + 2xy, x2 + 2yz) &r kontinuerligt deriverbar i
hela R3 som ér ett enkelt sammanhingande omrade och rotationen
rot F = (2z — 2z, —2x + 2x, 2y — 2y) = (0,0,0) = F har en potential U.

b.  Eftersom U &r en potential till F si &r grad U =F, dvs (Uy, Uy, U;) = (y2
+ 2xz, 22 + 2xy, x2 + 2yz) och vi far:
U,=y2 +2xz = U=xy2+x%2 + C(y,2).
Uj=22+2xy och Uy=2xy+Cj, = 22+2xy=2xy +C; =
C;=22 = Clyz) =yz2 +D(z) =
U =xy? + x2z + yz2 + D(2).
U =x2+2yz och U,=x2+2yz+D = x2+2yz=x2+2yz+ D" =
D"=0 = D =konstant =
U=xy2+x%2 +yz2+D
och U(0,0,0)=2 ger D=2.

‘Svar: xy2 + x2%2 + yz2 + 2.‘

c. t=0och¢t=1 ger (0,0,0) och (0,1,1) = JF~dr= U,1,1) - U(0,0,0) = 1.
r




Vi maximerar flx,y) =x2 +y2 da g(x,y) = x2 + y6 — 1. Enligt Lagrange skall
grad f och grad g vara parallella, dvs (2x, 2y) = t(2x, 6y°). Vi kan utesluta ¢ =
0, varav y = 3y°, med lésningarna y =0 och y2 = 13, Detta ger x2 =1 resp
x2=1- \/5/9 och sdlunda f=1 resp f=1- \/5/9 + \/5/3 =1+ 2\/5/9 som &r det
storsta viardet. Korridorens minsta bredd blir tva ganger roten ur detta virde.

2\/9+2\/§.

3

Svar:

Varje cirkeln med centrum i origo och radien r kan parametriseras genom
x=rcost, y=rsint, dir 0 <¢ < 2m. Vi skall visa att h(¢) =fr cost,rsint) ar
en konstant funktion, dvs att derivatan A°(¢) = 0 for alla 0 <¢ < 2n. Derivering
med avseende pa ¢ ger, enligt kedjeregeln,

h’(t)=éltﬂrcost,rsint):f;-x,§+f;-y,§=f;-(—rsint)+f3’,-rcost=

=y fz+xfy=0
enligt forutsattningen. Saken ar klar!

10.

Ett komplext tal w pa enhetscirkeln kan skrivas pa formen w = cos o + i sin o
ddr o = arg w. Multiplikation med ett saddant tal innebér rotation med vin-
keln o. En vektor 6vergar vid en rotation pa en parallell vektor om och en-
dast om « &r en heltalsmultipel av n. Detta innebar att endast talen w =1
och w = -1 har den undersokta egenskapen.

‘Svar: w=1 och w=-1.




