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1. Avbildningsmatrisens kolonner ges av bilderna av basvektorerna € och €3. Om A betecknar
den linjdra avbildningen, far vi

Aer = é1—2(er-n)n
Aéy = &3 —2(ez-n)n

dér n &r en enhetsnormal till linjen. D& linjens ekvation p& normalform &r 2z — y = 0 kan vi
ta i = (2, —1). Det ger

5
A6 = (1,0~ 2((1,0) - (2, ~1)(2, 1)
3 4
(2
4% = (0,1)= 2((0,1)- (2,-1))(2,—1)

Vi far alltsd avbildningsmatrisen

>

I
RS
i, |

(S
[S[SS ]I
N

2. Tangentplanet i punkten (a,b) till en graf z = f(xz,y) ges av ekvationen
2= fla,b) + 5(ab)@ - @) + G0 by - b,

I vart fall &r punkten (1,—1) och f(z,y) = 2 + 222 — y* s4

z=f(1,-1)+ %(1,71)(;13 -1+ %(1771)(y+ H=24+T7xz—-1)+4y+1).

Svar: z =2+ 7(x — 1) + 4(y + 1) eller omskrivet 7z + 4y — z = 1.

3. Lat f(x,y,2) = vz — 2%y + y> — 2. Vi har att

of
0z
s8 z gar att se som funktion av x och y i en omgivning av punkten (0,1, —1). For att bestimma

derivatan z/,(0, 1) deriverar vi ekvationen zz(z,y)—(z2(z, y))3y+y* = 2 med avseende pa z,(men
observera att z inte lingre ses som en oberoende variabel) vilket ger

(07 1) _1) =T 322?/‘(0,1,71) =-3 7& 07

2(,y) + w2 (2,y) — 32, (2,9) (2(2, )%y = 0

och med punkten (0,1) insatt
—1-32.(0,1) =0

_ 1
dvs 2,(0,1) = —3.
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4. Vi byter variabler for att géra om omradet till en rektangel

-1 Q" =Y
’ V= +Yy.

01‘

Vi har att

=1

det JT—l = ‘1 1

S& | det Jr| = 1 och vi far

2 pl 371
8
// ygdmdy:/ / u2dudv:4[u] = _.
Q —2J-1 3 —1 3

.8
Svar.g.
5. Vi har att o oF
T T
— x — = (1,0,-1 1,-1)=(1,1,1
X oh = (1,0,1) x (0,1,-1) = (1,1,1)

dar vi observerar att z-komponenten dr positiv. Darmed blir

//Eﬁ(m'ﬁ(mdaz/ol/ol_v(um,l—u—v)-(l,l,l)dudv:/01/01_” dudv:%,

.1
Svar: 5

6. Skirningen #r 22 + 2y? = 3. For att beriikna ellipsens area gor vi ett koordinatbyte

71— uUu=2=x
{v:ﬂy.
Vi far
1 0
|detJT1|_‘O ﬂ‘_\/i.

1 3
dxdy:—// dudv = —.
/L2+2y2<3 V2 J w2 pr<s V2

Svar: ellipsens area blir 75

vilket ger att

7. Andra ordningens Taylorutveckling ges av

) = 110+ Loy -1+ P o

Ox Jy
82 —1 2 82 82 2
20 206 - vy+ SL.0% + oE =TT ).
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Eftersom den angivna Taylorutvecklingen i problemet saknar férsta grads termer far vi si att

af

896(1’ 0)=0
och of
@(170) = 07

dvs grad f(1,0) = (0,0), vilket visar att punkten &r stationdr. Vi ser ocksd att Hesse matrisen

o L0 510 :(4 2)
ey (10) (L0 ) A2 2/

Oxdy dy?

Da detH =4 > 0 och %(1, 0) =4 > 0 &r punkten en minpunkt.

8. Kedjeregeln ger att

of .,
ar =29

of
dy

of of / /
——-2—==1 -1 =
5 " Y Og Og 0,

vilket visar a). For b) anvinder vi koordinatbytet

{u: 2z 4 by

och att

/

s

v =dr — 2y.

Kedjeregeln ger att R R 3 }
of _0fou  0fov _,0f  Of
dr Oudxr Ovidr ~Ou v
or _ofou_ofou __of 0
Oy Oudy Ovdy Ou o’
dir f(u,v) = f(x,y). Det ger att
of of of of of  of of

0=56—-2—=10—+2——-10—+4+4— =29—.
ox oy ou + ov ou + v ov

Alltsa, i u, v-koordinaterna blir ekvationen

och

of _

o
som har lésningarna f(u,v) = g(u) fér nagon deriverbar funktion g. Byter vi tillbaks till
x,y-koordinaterna far vi att

f(@,y) = flu,v) = g(u) = g(2z + 5y),

0,

vilket visar b).
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10.

For att rdkna flodesintegralen sd parametriserar vi ytan med sfiriska koordinater
7(0, ¢) = (sin 0 cos ¢, sin O sin ¢, cos 6).

Derivatorna med avseende p& parametrarna blir

a—g = (cos 8 cos ¢, cos Osin ¢, — sin 6),
g—; = (—sin @ sin ¢, sin 6 cos ¢, 0)
och vi far 97 o7
l 771 — (ain2 .2 . .
50 X 9 (sin” 6 cos ¢, sin” @ sin ¢, cos 0 sin 0).

Vi har vidare att
rot ' =V x (*y,I,ny) = (Ia -Y, 2)7

sé

27 5
/ / (sin 0 cos ¢, — sin @sin ¢, 2) - (sin? @ cos ¢, sin? § sin ¢, cos O sin 0) dfdg =
o Jo

2 =2m.

2 % . 2 ™
/ / sin® (cos? ¢ — sin? ¢) + 2 cos O sin § dddp = 27 {— cos 9}
o Jo

0

Linjeintegralen ar littare for cirkeln kan parametriseras som 7(t) = (cost,sint,0) och vi far
7 (t) = (—sint, cost,0) vilket ger
2m

2m
jlg F(F)- dr = / (—sint,cost,costsint) - (—sint, cost,0) dt = / sin?t + cos? t dt = 2.
5 0 0

Vi ser att resultaten blir lika, vilket skulle visas.

Alt 1: Ett siatt att 16sa uppgiften pa ar att transformera till huvudaxelform. Matrisen som
svarar mot andragradspolynomet &r

2 0 0
K=|0 5 -1
0 -1 5
Dess egenviirden ges av ekvationen det(K — AE) = 0, dvs
2—A 0 0
0=| 0 5—A —1.=2-XN)6-XN4-N.
0 -1 5-=A

S& matrisen har egenvirden 2, 4, och 6. Egenvektorer till egenvirdet A = 2 fas ur ekvationen

0 0 0 U 0
0o 3 -1 v|=1(0],
0o -1 3 w 0
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som ger
U 1
v]|=k|0
0
P& samma sitt far vi egenvektorerna
0 0
1 och 1
1 -1

féor A = 4 respektive A = 6. Huvudaxlarna ligger i egenvektorernas riktningar s& huvudaxlarna
har riktning (1,0,0), (0,1,1) och (0,1, —1). Den transformerade ekvationen blir

26% 4 4n? +6¢% = 12

och lingden pa halvaxlarna fas genom att sitta tv& av variablerna till noll och bestdmma den
sista, med andra ord genom att dela 12 med vart och ett egenvirdena och ta roten ur resultatet.

V2ovE (25 o 2ova

Alt 2: Ett alternativt satt att 16sa uppgiften ar att férst inse att det &r samma sak att bestdmma
halvaxlarnas lingder som att bestimma lokala max till funktionen z2 4 y2 + 22 under villkoret
g(z,y,2) = 0da g(z,y,2) = 202 + 5y? — 2yz + 522 — 12. Enligt Lagranges multiplikatrometod
finns dessa punkter dir grad f &r parallell med grad g eller da grad g = (0,0, 0). Vi har att

grad f = (2z,2y,22),
gradg = (4z,10y — 2z, —2y + 102)

sd vi ser att gradg = (0,0,0) enbart d& (x,y,z) = (0,0,0) men den punkten &r otilliten d&
den ej ligger pé nivaytan. Det &terstar ddrmed punkter dér gradienterna &ar parallella

4xr = \2x

10y — 2z = A2y
—2y+ 10z = A2z
g9(x,y,2) = 0.

Om z # 0 ser vi frdn den forsta ekvationen att A = 2 och det ar 1att att se att y, z i det har

fallet maste vara 0. Det ger x = 41/6 vilket ger att halvaxelns lingd &r 4/ f (\/6,0,0) =6

och riktningen pa huvudaxeln blir (1,0,0). Om = = 0 ger den forsta ekvationen ingenting men
ekvationerna tva och tre kan kombineras till 4z = (10 —2X)2y = (10—2))?z som ger A = 4 eller

A=6.DaA=4blirz=y= :I:\/g som insatt i f ger virdet 3, vilket betyd att motsvarande

halvaxel har lingd v/3. Huvudaxelns riktning #r (0,1, 1). Slutligen ger A = 6 att z = —y = +1
vilket ger att halvaxeln har lingd /f(0,1, —1) = v/2 och motsvarande huvudaxel har riktning
(0,1,-1).



