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1. För en linjär avbildning A : R2 → R2 gäller att

A
(
−1
1

)
=

(
3
1

)
och A

(
2
1

)
=

(
6
7

)
.

Bestäm A
(
4
5

)
.

Lösning: Antag att du har en överföringsmatris(
a c
b d

)
Om vi l̊ater denna matris verka p̊a vektorerna som är angivna f̊ar vi
följande ekvationssystem:(
a c
b d

) (
−1
1

)
=

(
3
1

)
och

(
a c
b d

) (
2
1

)
=

(
6
7

)
Vi f̊ar d̊a att överforingsmatrisen blir(

1 4
2 3

)
och att

(
1 4
2 3

) (
4
5

)
=

(
24
23

)
Svar: A

(
4
5

)
=

(
24
23

)
2. Antag att f : R2 → R har kontinuerliga partiella derivator. L̊at

h(x, y) = f

(
x

y
, xy

)
, y 6= 0.

Bestäm
x
∂

∂x
h(x, y) + y

∂

∂y
h(x, y)

som ett uttryck enbart inneh̊allande f :s partiella derivator samt x
och y.

Lösning: Vi f̊ar att
∂

∂x

(
f

(
x

y
, xy

))
=

1
y
f ′1

(
x

y
, xy

)
+ yf ′2

(
x

y
, xy

)
och

∂

∂y

(
f

(
x

y
, xy

))
=
−x
y2
f ′1

(
x

y
, xy

)
+ xf ′2

(
x

y
, xy

)
Vi f̊ar d̊a att

x
∂h

∂x
+ y

∂h

∂y
=

x

y
f ′1

(
x

y
, xy

)
+ xyf ′2

(
x

y
, xy

)
− x

y
f ′1

(
x

y
, xy

)
+ xyf ′2

(
x

y
, xy

)
=

1
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= 2xyf ′2

(
x

y
, xy

)

3. Antar funktionen f : R2 → R, där

f(x, y) = 24xye−x2−4y2
,

värdet 2?

Lösning: Vi behöver veta funktionens största och minsta värde p̊a
planet. Funktionen är kontinuerlig i alla punkter p̊a planet. Vi
har dock inte ett begänsat omr̊ade. De intressanta punkterna är
d̊a eventuella extrempunkter plus vad som händer d̊a n̊agon eller
bägge variablerna g̊ar mot oändligheten. Vi börjar med att un-
dersöka eventuella extrempunkter.

∂

∂x

(
24xye−x2−4y2

)
= 24e−x2−4y2

(y − 2x2y)

och
∂

∂y

(
24xye−x2−4y2

)
= 24e−x2−4y2

(x− 8xy2)

Vi ser att vi f̊ar kritiska punkter d̊a (x, y) = (0, 0), (±1/
√

2, 1/2
√

2).
Värdena i tv̊a punkter är f(0, 0) = 0, f(1/

√
2, 1/2

√
2) = 6/e. Tag

ett kompakt omr̊ade där dessa tv̊a punkter är inre punkter. Satsen
om mellanliggande värden säger att alla värden mellan 0 och 6/e
antast i omr̊adet. Eftersom 6/e > 2 antar funktionen värdet 2.

4. Beräkna dubbelintegralen∫∫
D
e−y2

dxdy

där omr̊adet D i xy-planet bestäms av |x| ≤ y och 0 ≤ y ≤ 1.

Lösning:∫∫
D
e−y2

dxdy =
∫ 1

y=0

(∫ y

x=−y
e−y2

dx

)
dy =

=
∫ 1

0
2ye−y2

dy =
[
−e−y2

]1

0
= 1− 1/e.

5. L̊at K vara den solida cylinderbit som beskrivs av olikheterna x2 +
y2 ≤ 2 och −3 ≤ z ≤ 3. Beräkna flödet av fältet u = (xz, x2y, yz)
ut genom den totala begränsningsytan till K.

Lösning:C1 fält, sluten styckvis C1-yta. Gauss sats ger att∫∫
∂K

u · n̂dS =
∫∫∫

K
divudxdydz =

∫∫
K

(z + x2 + y)dxdydz
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Använd cylinderkoordinater dvs x = r cosφ, y = r sinφ, z = z.dxdydz =
rdrdφdz, 0 < r ≤

√
2, 0 < φ ≤ 2π,−3 ≤ z ≤ 3. De tre olikheterna

spänner upp kuben K ′. Vi f̊ar d̊a integralen∫∫∫
K′

(z + r2 cos2 φ+ r sinφ)rdrdφdz =∫ 3

z=−3

( ∫ 1

r=0

( ∫ 2π

φ=0
dφ

)
rdr

)
dz =

= 2π
∫ 3

z=−3

( ∫ 1

r=0

r3

2
dr

)
dz = 12π

[
r4

8

]√2

0

= 6π

pga integrering av udda funktion över symmetriskt intervall och in-
tegrering av sin och cos funktioner över hela perioder.
Svar: 6π

6. Beräkna kurvintegralen∫
γ
(π sin(πx)− y2e1−x)dx+ (π cos(πy) + 2ye1−x)dy

där γ är delen av ellipsen 4(x−2)2 +(y−3)2 = 4 fr̊an punkten (2,1)
till punkten (1,3) tagen i positiv riktning.

Lösning: Det finns ett flertal möjliga lösningar. Den enklaste är
nog att använda att fältet f(x, y) = (π sin(πx)− y2e1−x, π cos(πy)+
2ye1−x) är konservativt och att det s̊aledes existerar en potential-
funktion U s̊a att f = grad U . Integrering av första kordinaten map
x ger att

U(x, y) = − cos(πx) + y2e1−x + ψ(y)

Derivering map y ger att
∂U

∂y
= 2ye1−x + ψ′(y)

Vi ser att ψ′(y) = π cos(πy) dvs ψ(y) = sin(πy) + C där C är en
konstant. Vi f̊ar att U(x, y) = − cos(πx) + y2e1−x + sinπy + C Vi
f̊ar d̊a att∫
γ
f · dr = U(1, 3)− U(2, 1) = 1 + 9 + 0 + C + 1− e−1 − 0− C.

Svar: 11− e−1

7. Visa att ekvationen

2xz + 5xy − z3 = 35

i en omgivning av punkten (3, 2, 1) definierar en funktion z = z(x, y)
s̊adan att z(3, 2) = 1. Bestäm en ekvation för tangentplanet till ytan
z = z(x, y) i punkten (3, 2, 1).

Lösning: Ansätt att f(x, y, z) = 2xz+ 5xy− z3− 35 Implicita funk-
tionssatsen ger att om f ′z(3, 2, 1) 6= 0 definierar ekvationen en entydig
funktion z = z(x, y) i en omgivning av (3,2,1).
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För att f̊a fram en normalvektor till planet deriverar vi ekvationen
implicit.

∂

∂x
(2xz + 5xy − z3 = 35)

↔ 2z + 2xz′x + 5y − 3z2z′x = 0

∂

∂y
(2xz + 5xy − z3 = 35)

↔ 2xz′y + 5x− 3z2z′y = 0

Vi f̊ar att z′x = −4 och z′y = −5 dvs vi f̊ar att en normalvektor är
(-4,-5,-1). Tangentplanets ekvation blir d̊a (4, 5, 1) · (x− 3, y − 2, z − 1) = 0.
Svar: Planets ekvation blir 4x+ 5y + z − 23 = 0

8. Beräkna arean av den del av ytan x2 − y2 − 4z = 0 som ligger in-
nanför cylindern x2 + y2 = 1.

Lösning: L̊at ytan betecknas med Y och projiktionen av cylindern
p̊a xy-planet med D. Vi skall bestämma areaintegralen:∫∫

Y
dS =

∫∫
D
|∂r
∂x

× ∂r
∂y
|dxdy

Ur formeln för ytan löser vi ut z och f̊ar att z = 1
4(x2−y2). Parametris-

era ytan enligt r(x, y) = (x, y, 1
4(x2 − y2)). Vi f̊ar d̊a att

∂r
∂x

=
1
2
x och

∂r
∂y

= −1
2
y

Vi f̊ar d̊a att

∂r
∂x

× ∂r
∂y

=
(
−1

2
x,

1
2
y, 1

)
V̊art areaelement blir d̊a dS =

√
x2

4 + y2

4 + 1 och integralen blir

∫∫
Y
dS =

∫∫
D

√
x2

4
+
y2

4
+ 1dxdy =



Polära kordinater
x = r cosφ
y = r sinφ

dxdy = rdrdφ
0 < r ≤ 1

0 < φ ≤ 2π


=

1
2

∫ 2π

φ=0

(∫ 1

r=0

√
r2 + 4rdr

)
dφ =

π

3

[
(r2 + 4)3/2

]1

0
=

=
π

3
(53/2 − 43/2) =

π

3
(5
√

5− 8)
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9. L̊at A vara matrisen

A =

 −7 8 4
−4 5 2
−4 4 3


Bestäm matriser P och D s̊a att P−1AP = D, där D är en diago-
nalmatris, och använd resultatet till att beräkna An för alla positiva
heltal n.

Lösning: Egenvärdesekvationen för matrisen blir −(1−λ)2(1+λ) =
0 dvs vi har egenvärde 1 med multiplicitet 2 och egenvärde -1.
Egenvärdet -1 ger egenvektorn (2,1,1) och egenvärdet 1 ger egen-
vektorerna (1,0,2) och (0,1,-2). Vi f̊ar att matriserna

P =

 2 1 0
1 0 1
1 2 −2

 och D =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1


och att

An = PDnP−1 = “ n jämnt “ =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


och

An = PDnP−1 = “ n udda “ =

 −7 8 4
−4 5 2
−4 4 3


10. Beräkna trippelintegralen∫∫∫

K

x

x2 + y2 + z2 + 1
dxdydz

där kroppen K bestäms av olikheterna x2 + y2 + z2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥
0, z ≥ 0.

Lösning: Kroppen ligger i första oktanten. Använd sfäriska koor-
dinater dvs l̊at x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = rcosθ, dxdydz =
r2 sin θdrdφdθ, 0 < r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ φ/2, 0 < φ ≤ π/2. Olikheterna
spänner upp kroppen K ′.

Integralen =
∫∫∫

K′

r sin θ cosφ
r2 + 1

r2 sin θdrdθdφ =

=
∫ 1

0

r3

r2 + 1
dr

∫ π/2

0
cosφdφ

∫ π/2

0
sin2 θdθ =

=
∫ 1

0
(r − r

r2 + 1
dr[sinφ]π/2

0

∫ π/2

0
(
1− cos2θ

2
dθ =

=
[
1
2
(r2 − ln(r2 + 1))

]1

0

· 1 · π
4

=
(1− ln2)π
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