KTH Matematik

TENTAMENSSKRIVNING TISDAGEN 30/5
14.00-19.00-LOSNINGAR

5B1141, ANALYTISKA METODER OCH LINJAR ALGEBRA II FOR OPPEN
INGANG OCH IT-PROGRAMMET.

1. For en linjér avbildning A : R? — R? giller att

(-0 own()- )
Bestim A(}).

Losning: Antag att du har en 6verféringsmatris

()

Om vi later denna matris verka pa vektorerna som &r angivna far vi
foljande ekvationssystem:

(5 a) ()= () e (5 0) (1) =(7)

Vi far da att overforingsmatrisen blir

(o) e (55)(5)= (%)

Svar: A(Y) = (2)
2. Antag att f : R? — R har kontinuerliga partiella derivator. Lat
hz,y) = f (’;my) y #0.
Bestam 9 9
P oa @ Y) +yg h(zy)

som ett uttryck enbart innehallande f :s partiella derivator samt x
och y.

Losning: Vi far att

0 x 1, (x (T

32 (1 (5r0)) =9 o) 05 ()
0 x T, (x , [z
i (1 (G0) =52 (o) o5 ()

Vi far da att

och

l'%"i‘ %—
Ox y@y_

T T X T T T
~f <:vy> + zy fo <:vy> -=f <:vy> + zy fo <wy) =
vy \y y vy \y y
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X
= 22y f; ( $y>
y

3. Antar funktionen f :R? — R, dir
fla,y) = 24zye ",

vardet 27

Losning: Vi behover veta funktionens storsta och minsta véirde pa
planet. Funktionen &r kontinuerlig i alla punkter pa planet. Vi
har dock inte ett beginsat omrade. De intressanta punkterna ar
da eventuella extrempunkter plus vad som hénder da nagon eller
bégge variablerna gar mot o#ndligheten. Vi borjar med att un-
dersoka eventuella extrempunkter.

d
p (24mye_x2_4y2> = 24" 4 (y — 222y)

och

0
E” <24xyefx274y2> = 24 v’ (z — 8zy?)
Y

Vi ser att vi far kritiska punkter da (z,y) = (0,0), (£1/v2,1/2/2).
Virdena i tva punkter dr f(0,0) = 0, f(1/v/2,1/2y/2) = 6/e. Tag
ett kompakt omrade dar dessa tva punkter ar inre punkter. Satsen
om mellanliggande vérden séger att alla vérden mellan 0 och 6/e
antast i omradet. Eftersom 6/e > 2 antar funktionen véardet 2.

4. Berdkna dubbelintegralen

// eV’ dxdy
D

dér omradet D i xy-planet bestdms av |z| <y och 0 <y < 1.

Losning:

2 1 Y 2
// e ¥Vdady = / (/ e ¥ da:> dy =
D y=0 T=—y

1 2 2 1
= / 2yefy dy = |:—67y } =1- 1/6.
0 0
5. Lat K vara den solida cylinderbit som beskrivs av olikheterna 22 +
y? < 2 och —3 < z < 3. Beriikna flodet av filtet u = (zz, 2%y, yz)

ut genom den totala begrédnsningsytan till K.

Losning:C! filt, sluten styckvis C'-yta. Gauss sats ger att

// u-ndS = /// divudzdydz = // (z 4 2% + y)dxdydz
oK K K
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Anvéand cylinderkoordinater dvs © = r cos ¢,y = rsin ¢, z = z.dedydz =
rdrdedz,0 < r < \/5,0 < ¢ < 2m,—3 < z < 3. De tre olikheterna
spanner upp kuben K’. Vi far da integralen

/ / / (2477 cos ¢+ sin @)rdrdedz =
3

/z__g ( /io ( /¢ 2_7; dg )rdr)dz =

V2

3 1 3 4
- 27r/ (/ r—dr)dz 127 || =6r
z=—3 r=0 2 8 0

pga integrering av udda funktion 6ver symmetriskt intervall och in-
tegrering av sin och cos funktioner 6ver hela perioder.
Svar: 6

6. Berdkna kurvintegralen

/(7r sin(rx) — y?e' *)dx + (7 cos(my) + 2ye’ ") dy
.

dér v dr delen av ellipsen 4(z —2)?+ (y — 3)? = 4 fran punkten (2,1)
till punkten (1,3) tagen i positiv riktning.

Losning: Det finns ett flertal mdjliga 16sningar. Den enklaste ar
nog att anvinda att filtet f(z,y) = (wsin(rz) —y2e! =, 7 cos(ry) +
2ye!™®) ir konservativt och att det siledes existerar en potential-
funktion U sa att f = grad U. Integrering av forsta kordinaten map

x ger att
U(z,y) = —cos(mz) + y*e' =" + ¢(y)

Derivering map y ger att

ou

—— =9 11—z /
oy~ e + ()

Vi ser att ¢'(y) = wcos(my) dvs ¥(y) = sin(my) + C dar C &r en
konstant. Vi far att U(z,y) = — cos(nz) + y?*e! ™% + sinwy + C Vi
far da att

/f-dr:U(1,3)—U(2,1):1+9+0+C+1—e_1—0—0.
v
1

Svar: 11 —e™
7. Visa att ekvationen

22z + bay — 22 = 35

i en omgivning av punkten (3,2, 1) definierar en funktion z = z(x, y)
sadan att z(3,2) = 1. Bestdm en ekvation for tangentplanet till ytan
z = z(z,y) i punkten (3,2,1).

Losning: Ansitt att f(z,y, z) = 22z + bzy — 2> — 35 Implicita funk-
tionssatsen ger att om f1(3,2,1) # 0 definierar ekvationen en entydig
funktion z = z(x,y) i en omgivning av (3,2,1).
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For att fa fram en normalvektor till planet deriverar vi ekvationen

implicit.
0 (222 +5 3 = 35)
— (222 + by — 2° =
Ox Y
o 224 22l + 5y — 32%2, =0
0 (222 +5 3 =35)
—(2zz+ by — 2° =
oy Y
— 2:52; + 5z — 3z223/1 =0
Vi far att z;, = —4 och z;, = —5 dvs vi far att en normalvektor &r

(-4,-5,-1). Tangentplanets ekvation blir da (4,5,1) - (x — 3,y — 2,z — 1) = 0.
Svar: Planets ekvation blir 4 + 5y + 2 — 23 =0

8. Berikna arean av den del av ytan 22 — y? — 4z = 0 som ligger in-
nanfor cylindern z? 4 y? = 1.

Losning: Lat ytan betecknas med Y och projiktionen av cylindern
pa xy-planet med D. Vi skall bestimma areaintegralen:

J[ as- //larx|da:dy |

Ur formeln for ytan 6ser vi ut z och far att z = §(2?—y?). Parametris-
era ytan enligt r(z,y) = (z, v, %(ﬁ —?)). Vi far da att

Vi far da att

or = Oy 9% 9%

Vart areaelement blir da dS = 4/ % + % + 1 och integralen blir

Polara kordinater
T = TCOoSs ¢
B [x2  y? B y =rsing _
O0<r<l1
\ 0< o <27

;/:7; </rlo \/mrdr> dp = g [(7“2—1-4)3/2}; =

= g(53/2 —43/2) = %(5%5— 8)
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9. Lat A vara matrisen

10.

-7 8 4
A=| -4 5 2
-4 4 3

Bestdm matriser P och D sa att P"'AP = D, dar D ar en diago-
nalmatris, och anvand resultatet till att berdkna A™ for alla positiva
heltal n.

Losning: Egenvirdesekvationen for matrisen blir —(1 — \)2(1+)\) =
0 dvs vi har egenvarde 1 med multiplicitet 2 och egenvarde -1.
Egenvirdet -1 ger egenvektorn (2,1,1) och egenvérdet 1 ger egen-
vektorerna (1,0,2) och (0,1,-2). Vi far att matriserna

2 1 0 -1 0 0
P = 1 0 1 och D = 0O 1 0
1 2 =2 0 0 1

och att
100
A"=PD"P~ ' = “nijmnt ¢ =| 0 1 0
00 1

och

~7 8 4
A" =PD"P~'= “nudda“ = -4 5 2
-4 4 3

Berakna trippelintegralen

T
///K x2—|—y2—|—z2+1d$dydz

dir kroppen K bestims av olikheterna z? +y? 4+ 22 < 1,2 >0, y >
0, z>0.

Losning: Kroppen ligger i forsta oktanten. Anvind sfariska koor-
dinater dvs lat x = rsinf cos ¢,y = rsinfsin ¢, z = rcos, dxdydz =
r?sin Odrdgdd, 0 < r < 1,0 < 0 < ¢/2,0 < ¢ < 7/2. Olikheterna
spanner upp kroppen K.

Integralen = / / / mr;@icowr? sin Odrdfdg —
K’ ré 4 1

1,3 /2 /2
:/0 7n2+1d7“/0 cosd)dgb/o sin? 0df =

1 r - /2 1~ cos20
= /0 (r— o 1dr[sm¢]0/2/0 (72 df =

1

_ B(T2_ln(r2+1))]o'1' 1 8

™ (1 —In2)m



