KTH-Matematik

Tentamenskrivning, 2006-12-19, kl. 08.00-13.00
5SB1146, linjir algebra med geometri for IT och ME (5p)

Preliminira grinser for betygen 3,4 och 5 dr 11, 16 och 21 poédng. Samtliga behandlade uppgifter skall forses
med utforlig och tydlig 16sning. Losningsforslaget skall textforkaras Bristande lisbarhet medfor
poingavdrag. ( kladdpaper skall inte liimnas in )
Inga hjilpmedel

3-poingsuppgifter

Den som blivit godkind pd KS X, 1< X <3, hoppar déver motsvarande uppgift nedan och fér
full poing pa uppgiften. Ar man godkiind pa KS X, sé skall motsvarande tal X inte riknas om

1. Ett plan gir genom punkten (3,1,—1) och &r parallell med linjerna
pO)=(B-t2-2t,1+2f) och r(t)=(2+¢ 3 -2t 1+¢). Bestim planets ekvation.

3x+2y+az=a
2. Ange alla a—vérden for vilka ekvationssystemet 3 x + y+z =1

x—ay+2z =2
har exakt en 16sning.

I -1 0
3. Bestdm en ON- matris P och en diagonal matris D sd att A= PDP' dir A=|-1 1 0 |.
0 0 1

4-poingsuppgifter

1 0 O
4. Bestim (At +A™ )t A',dirA={0 1 -1
0 -1 1

Tips.(AB) = B'A’.

5. Bestdm kurvay = ax+ bInx som bist approximerar punkterna (1,—1),(2,0) och (4,1) 1
minstakvadratmetodens mening.

6. Bestim matrisen A for den linjéra avbildning fran R’ till R’ som projicerar en godtycklig
vektor @ #0 i R? vinkelritt pa linjen(x,y,z) = #(1,—1,1)".

Ange dven bilden av vektorn i = (3 4 5)

Tips. Sok den ortogonala projektionen av u # 0 pa linjen.

7. Visa att om en symmetrisk, A satisfierar A’ =0,sdir A=0.
Tips. Jamfor med tal 3.

Lycka till



Losningsforslag till Tentamenskrivning, 2006-12-19, kl. 08.00-13.00
5B1146, linjar algebra med geometri for IT och ME (5p)

1.Vektorerna u = (-1,-2,2) resp v =(1,-2,1) ér linjernas riktningsvektorer. vektorn
n=uXv irdet sokta planets normalvektor. Vi har

ex ey ez
n=uxv=|-1 -2 2| =2ex+3ey+4ez=(2,3,4). Det sokta planets
I 2 1

ekvation ges av
(2,34) . (x—=3,y—1,z+1)=0 alltsd 2x +3y +4z=35

| Svar: 2x +3y +4z= 5.|

2. Ekvationssystemet har exakt en 16sning om och endast om determinanten det(A) # 0, dér
A ir systemets koefficientmatris. Har har vi

det(A) =
3 2 a 3 2 a 0O -1 a-3
1 1 1 (-l)rad2 tillrad3) = 1 1 1 (—3)rad2 till radl) =11 1 1 (rad2 byter plats med radl) =
1 —a 2 0 -1-a 1 0 -1-a 1
1 1 1
-1 a-3 5
=0 1 a=3=| . =—(-1-(-1-a)(@a-3)=d’—4a-4=0=a=1%/5
~1-a
0 -1-a 1
Svar: a#1+/5
1 -1 0
3. matrisen A=| -1 1 0O |dr symmetrisk. D4 finns en 6vergdng ON —matris P som
0 0 1

diagonalisera A.dvs A= PDP'.
a) egenvdrdena till A ges av

-4 -1
det(A-Al)=0&| -1 1-2 =(1-A)((1=AF -=1)=0=1=0,1,2
1-1

X 0
b) Egenvektorer till A=A, gesav(A—AJ)| y |=|0
0

Z
I -1 0)(x 0 x—=y=0 X 1
For A=0=|-1 1 O0|y|=|0|=—x+y=0=x=y=t=|y|=1¢1
0 0 1)z 0 z=0 Z 0



-1 -1 0 X 0 y=0 X 0
ForA=1=| -1 1-1 0 ||y|=|0|={—x=0 =>x=y=t=|y|=|0
0 0 1-1){z 0 z = gotycklig t.ex=1 Z 1
0
Vilje, =| 0
1
1-2 -1 0 X 0 —-x—y=0 X -1
ForA=2=| -1 1-2 0 y|[=|0|=2—x—-y=0=x=-y=rt=|y|=t| 1
0 0 1-2)\z 0 z=0 Z 0
-1
Vilje - L 1
] €5 NG
0
ON-matrisen P ges dé av
1 -1 1 -1
— 0 — — 0 — 1 1
— — 0
P=|— 0 —=|=PP=|— 0 — 0 0O 1|=|{0 1 0
V202 oo 0 0
0O 1 O 0O 1 0 ||—=0 — O
V20 2
1 -1
1 1 — 0 —
B o2 000
SvarP'AP=| 0 0 11 -1 1 — 0 —|=/0 1 O
V22
-1 1 0 0 1 0 0 2
—0 — 0 0O 1 O
V20 2

4. Vi anvinder kénda rdkneregler.

(A" +A7) A =(A(A +A7)) =(AA +AA™) = (AA'+1) = A"A' +T' = AA' +]



Alltsd

1 0 0)1 0 0) (1
(A'+A7")A'=AA" +1=|0 1
o -1 1)lo -1 1) (o

2 0 O
=0 3 =2
0 2 3
2 0 O
Svar: (At +A™ )t A'=|0 3 =2 |.Men ir detta sant? Vi har riknat utan tinka. . Vi kollar forst
0 -2 3

om A~ finns < det(A) # 0 . Hir &r det(A) =0 och séledes gér ej att bestimma den givna

uttrycket.Tal a 4p kréver lite tinkande. Gar ¢j att bestimma uttrycket (At +A™ )t A'

5. Losning
Anpassning av de tre punkterna (1,—1),(2,0) och (4,1) till kurva y =ax+blnx
Ger foljande dverbestdmda system
a =-1 1 0 -1
2a+bIn2=0 |2 In2 (“): 0
4a+b2In2 =1 4 2In2 1
normalekvation blir da

1 0 -1
1 2 4 a 1 2 4 21  10In2 3
2 In2 = 0 | =
0 In2 2In2 b 0 In2 2In2 10In2 5In°2 2In2
4 2In2 1
detta system kan 16sa exempelvis (ej nddvéndigt) med Cramers regel
3 10In2
_ |2In2 5In°2 _—51n22_
“TT21 1om2) sme2
10In2 5In*2
21 3
10In2 2In2| 12In2 12
21 10In2|" 5In*2 5In2

10In2 5In°2

Svar: den sokta kurvan dr y = —x + Inx

5In%2

6. En godtycklig vektor # = (x,y,z)" projiceras vinkelritt p4 linjen dvs lings
riktningsvektord = (1,—1,1)" ges av



_ 1

.. |uea|. (x,y,z)e(1,—1,1) _x—y+z

proj.u=|—= |a= —1|=— -1
”a” _(19_171).(19_1’1)

X—y+z X 1 -1 1

1 1
:g —-x+y—z|=AlYy :>A:§ -1 1 -1
X—y+z z I -1 1

Svar: Den sokta standard matrisen till den ortogonala projektionen pa linjen ges av

1 -1 1
A:l -1 1 -1
3
1 -1 1
3 1 -1 13 3—4+5 4 1
Bilden av u =| 4 gesaVAﬁzé -1 1 -1}|4 =% —3+4-5 =% —4 =% -1
5 1 -1 15 3-4+5 4 1
3 1
Bildenav u =| 4 | ges aVi —1 |som ér parallel med linjen.
5 1

7. Varje symmetrisk matris A kan ortogonalt diagonalliseras. Detta innebér att det finns en ON-
matris P S att matrisen A kan skrivas P'AP =D, diir D ér en diagonalmatris som bestér av
egenvirdena till matrisen A. Vi far att A=PDP' . Detta medfor att A> = P'D’P.Om A’ = 0sa ir
P'D’P =0= D? =POP' = 0. (Obs ON- matrisen P uppfyller P'P=PP' =)

(4, 0 - 0y (& 0o - - 0)
| .

lo 4, - - 0 1 |

Men Diagonalmatrisen D2:| o :I . I=0
oo--i,,J Lo 0--/12,J

Matrisen A® = 0 om och endastomA,” =1,>=---=1°=0=> 4 =4, =---=1,=0= A=0.

Vilket s visas.



