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1. Lat u(x,y) = sinxy. Avgor om det finns en funktion v(z,y) sadan att
u(z,y) + w(z,y) dr analytisk i ndgon omgivning av origo. Bestim i
sa fall en sddan funktion v.

Losning: Vi deriverar partiellt och far att Au = —(22 + y?)sinay, vilket i och
for sig ar noll i origo och lidngs axlarna, men varje omgivning av origo innehaller
punkter dar detta inte dr noll. Alltsa dr u inte harmonisk i nagon omgivning av
origo och foljaktligen kan det inte heller finnas nagon funktion v med de eftersokta
egenskaperna.

Svar: Sadan v finns icke.
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2. Beridkna integralen / e dx
oo (224 1)

Losning: Enligt sats 4 i kapitel 6.5 i Wunsch &r integralen lika med 27 ganger
summan av integrandens residyer i 6vre halvplanet. Det finns bara en singulér punkt
i 6vre halvplanet, ndmligen ¢ dar integranden har en pol av ordning 2. Residyn blir
lim i—ZQ 2 = 3
=i dz (z 4 1)? 4
och foljaktligen blir integralen 3 /2.

Svar: 3m/2.

3.  Hur manga lésningar (riknade med multiplicitet) har ekvationen
112% — 2e* 4+ 62 =2 d& |2 < 27

Losning: Vi ser direkt att 112* har 4 nollstillen i omradet. Vidare ser vi att for
|z| = 2 giiller att | — 2e** 462 — 2| < [2e®*|+62] +2 < 2-3'+124+2 = 176 = |112%|.
Enligt Rouches sats har da 11z* och 11z* — 2¢* + 62 — 2 lika manga nollstillen
innanfor |z| = 2. Den givna ekvationen har alltsa fyra nollstédllen i det aktuella
omradet.

Svar: 4.



4. Beridkna, for samtliga heltal n och samtliga positiva reella tal » # 1,

integralen / 2
|z|=r (Z - 1)n
led).

Losning: For n = 0 &r integranden lika med 1 som &r en analytisk funktion i hela
planet. Enligt Cauchy-Goursats sats dr integralen i detta fall 0 oavsett radien 7.

dz. (Kurvan genomléps ett varv i positiv

For n > 0 géller enligt Cauchy-Goursats sats att integralen blir 0 fér 0 < r < 1. For
r > 1 blir integralen enligt Cauchys utvidgade integralformel, med f(z) = 2", lika
med (273) f™Y(1)/(n — 1)! = 27in.

For n < 0 kan vi anvinda Cauchys utvidgade formel igen, men den hér gangen ar
resultatet oberoende av r (eftersom den singuldra punkten nu &r origo som ligger
innanfor kurvan oavsett 7). Integralen beréknas, med g(z) = (z — 1)™, dar m = —n
ar positivt till 2mig™=1(0)/(m — 1)! = —27im = 2min.



