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5. DISTRIBUTIONER
5.1 Introduktion

I flera fall ir det vanliga funktionsbegreppet otillrackligt for viktiga matematiska modeller i fysik
och teknik. Det ir t ex naturligt att i mekanik och elektromagnetisk filtteori tala om punktmassor
respektive punktladdningar.

En partikel med massan m placerad i punkten z = @ pé reella axeln borde beskrivas av en
icke-negativ tithetsfunktion f(z) med egenskaperna

ade
Q) /f(z)dz:m for varje ¢ > 0.

a=-c

(ii) / f(z)dz =0 for varjee > 0.
|z—-al>e

Med Lebesgues integrationsteori visar man litt att en integrerbar funktion f(z) 2 0 med egen-
skapen (i) méste vara lika med 0 pé hela reella axeln utom p4 en miangd av Lebesguemétt 0. (Fér
definition av Lebesguematt 0, se avsnitt 1.5.) Dirmed ar [70, f(z)dz = 0, vilket motsager (i). En
sidan tithet f(z) kan dirfor inte existera, och siledes kriavs nya begrepp.

Massfordelningar behandlas i mitt- och integrationsteori, dir man betraktar mangdfunk-
tioner (mdtt) definierade for vissa delmangder av R (R"). En punktmassa p med massan m i
punkten a € IR bdr sdledes ha egenskapen

m, a€FE
”(E)={o, agE.

En enhetsmassa (totalmassa 1) placerad i a brukar betecknas med 6,. Vissa massfordelningar p
ges av en tithetsfunktion f(z) genom

WE)= [ )z,
E

dir E genomlSper en klass av delmangder av reella axeln.

Matteorin ir det naturliga hjilpmedlet t ex i sannolikhetsteorin, dir den ger en mojlighet att
samtidigt behandla kontinuerliga och diskreta sannolikhetsfordelningar.

Emellertid ir inte begreppet punktmassa tillrackligt for att behandla fysikaliska fenomen. 1
elektromagnetisk teori ar dipolen ett viktigt begrepp. En dipol pi reella linjen placerad i z = 0 ar
ngransvirdet di e — +0” av tvd punktladdningar med laddning 1/e respektive -1 /e placerade i
z = 0 respektive z = £. Med beteckningen &g kan man formellt skriva

60-63

=40 [ 3

En dipol ir siledes formellt en derivata av en punktmassa!
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Exempel. Betrakta kretsen

t=0 i(t)
N 1 u(t)
|
- u(t) L 1
-
C
° il -~ t

dir strombrytaren slds till vid tiden t = 0. Suémmm i(t) wppfyller differentialekvationen
L) + R + i) = v0)

Hur bor denna ekvation, sirskilt u/(t), tolkss dé t = 0?
En mojlighet ar att approximera spinningsforioppet med foljden {pn} o, dir

¢pn ir fordelningsfunktionen for en pormalfordelning med standardavvikelse 1 /v/2n. Det giller att

o0
. L
lim () = 2 / e dr=1

=00

for alla n.
Variabelbytet u = /n z, du = /ndz, ger

Vnt
1 r -3 1, t>0
‘P"(t)'-_—ﬁ eV du— 0, t<0 di n — oo.
-00

Vidare ar @ (2) = %ﬁrﬂ". o)
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Man ser att for varje £ > 0 giller

@) '/(P:,(t) = ¢n(€) = pn(—€) =1 din— oo,
-t 1
o 'Z eat)dt =_/ Put)dt + / o) dt

=n(—€)+1—n(e) =0, din— oo,
ty @n(—£€) — 0 och p,(c) = 1dd n — co.

Detta innebir att féljden {¢} } . | approximativt uppfyller villkoren (i) och (ii) for en punkt-
massa. Vi skall visa att man kan infora ett derivatabegrepp, sidant att derivatan u'(t) av

{1, t>0
u(t) = {o, t<0
kan tolkas som en enhetsmassa g i t = 0.

En annan viktig inskrinkning i det klassiska funktionsbegreppets anvindbarhet uppstar i
samband med fouriertransformer. Hittillls har vi endast kunnat fouriertransformera funktioner
f(t) som &r absolutintegrabla,d v s

/ 1£(8)] dt < oo.

Vi skall se att &ven denna situation forbadttras genom distributionsteorin.

Exempel. Betrakta differentialekvationen
Y+ Qy=0. (5.1)

Fouriertransformering ger
(W) + 7 =0,
eller
(92 - wz) y=0.

Om 3(w) ir en vanlig funktion foljer att §(w) = 0 d& w # £Q. Fourierinversion ger att y(t) = 0.
Vi skall emellertid se att fouriertransformen av 16sningarna

y(t) = Aei0t+Be-int

till (5.1) bér tolkas som punktmassor i £1.

Den moderna rigordsa teorin for distributioner infordes av Laurent Schwartz pd 1940-talet.
Lingt dessforinnan hade emellertid fysiker, bl a P Dirac, raknat formellt med liknande begrepp,
dirav namnet Diracs deltafunktion § for en punktmassa.

Inforandet av distributionerna ger en komplettering av funktionsbegreppet pa samma satt
som rationella tal kompletterar hela tal s3 att division kan utforas, och komplexa tal kompletterar
reella tal 53 att alla algebraiska ekvationer kan l6sas.
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5.2 Definition av distributioner

Antag att vi experimentellt vill studera ett fysikaliskt fenomen som beskrivs av en tidsberoende
funktion f(t). Klassiskt forsSker man di bestimma f:s virde vid olika tidpunkter. I realiteten &r
det kanske troligare med en situation enligt foljande.
L4t ett visst experiment beskrivas av funktionen ¢(t) och 15t oss anta att det man miter &r
.ett viktat medelvirde

j F(t)et) dt.

Lit oss sedan utfora experimentet med en mingd funktioner ¢(t). Dessa brukar kallas testfunk-
tioner.

Funktionen f(t) kan uppfattas som en svart 14da till vilken man skickar en insignal, testfunk-
tionen (t).

f(p(t)

— f — / J(t)p(t) dt

_

Utsignalen blir ett komplext tal J f(t)p(t)dt. Emellertid kan man ocksd tanka sig "svarta 1idor”,
f, frin vilka man fér utsignaler som

¢(0)

#(0) + 3#'(0)
0

/ o(t)dt + 9(1).

Den visentliga poingen ar att man inte lingre uppfattar f som en punktvis definierad funktion,
gom tilldelar t ett tal f(t)
t— f(t),

utan som en funktional -
oL [ 1etie,

:

o
som tilldelar en testfunktion ¢ ett talvdrde [ F(t)e(t) dt.
-0
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En punktmassa iz = e, Diracs deltafunktioniz = @, ir med denna terminologi den funktional
6., som till testfunktionen ¢ ordnar p:s virde i a, ¢(a)
és
wr— 1p(a).
F&r vardet av funktionalen f pd en testfunktion ¢ infor man beteckningarna

f[‘P]=< fie>.

Om f ir en vanlig funktion skriver man

flil=< fe>= / f(2)o(z)dz.

Emellertid anvinder man sig av historiska och praktiska skal fanktionsbeteckningar &ven di
f ej ir en vanlig funktion. Man skriver t ex for en punktmassa iz=a

bule)= [ dula)ple)ds = / 5(z — a)p(z)dz = ¥(a)-

Symbolen &(z — a) skall bir ¢ uppfattas som en vanlig funktion utan som en funktional. é(z — a)
har siledes inte nigra punktvisa vérden, utan ir endast definierad genom en integral mot en
testfunktion.

Den erhillna distributionsteorin beror i hog grad p den klass av testfunktioner, som man
valt. Inom fourieranalys ir foljande val av testfunktioner det vanliga:

Definition. En funktion ¢(t) definierad for —oo <t < 00 siges tillhdra Schwartzklassen ¥ om
(i)  ir oandligt minga ginger deriverbar,
(ii) varje derivata ¢¥(t), k > 0, uppfyller en olikhet

1
‘cp(")(t)l < Cem T (5.2)

for varje heltal m 2> 0, dar cxm far bero pa k och m.

En derivata (¥ (t) avtar siledes snabbare an varje negativ potens d4 [t|] — oo. Ett typiskt
exempel pé testfunktioner i Schwartzklassen & &r o(t) = p(t)e"", dar p(t) &r ett polynom.

Definition. En f6ljd {¢n} oy, 1 J edges varaen nollfsljd (konvergent mot 0) i ¥ om

lim _max |A@)]a+EDm=0, (53)
for alla heltal k och m 2 0.

Definition. Féljden {¢n}or, i J siges konvergera mot ¢ 1% om {pn—w}, iren nollfolid i
7. '
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Definition. En linjir funktional f p4 ¥ ar en regel som till varje testfunktion ¢ ordnar ett
komplext tal flp] =< f, > sddant att

< fiap+Bv>=a< fLo>+B<fi¥>, (5.4)

for alla testfunktioner ¢ och ¢ och alla komplexa tal a och 8.
Definition. En funktional f p& ¥ siges vara kontinuerlig om

Pn— ¢ i

medfor att
< fion>—=< fre> (5.5)

di n — oo0.

Anmarkning. Om f ir en linjér funktional pi ¥ ir ovanstiende definition ekvivalent med:
{$}%2., &r en nollfoljd medfor att < f,%n >—+0dé n — co.

Definition. En tempererad distribution (generaliserad funktion) ar en kontinuerlig linjar funktional
pa ¥ . Klassen av tempererade distributioner betecknas med ¥ '.

Med funktionsbeteckningar skriver vi sdledes en tempererad distribution som en avbildning

f—cC

o r— / f(t)e(t) dt,

som uppfyller linearitetsvillkoret

[ 50 (@vtt) + o) dt = [ 1w+ s [ rew e (5.4)
och kontinuitetsvillkoret: om
pn—p 17
s34 maste o "
i [ 10ea= [ iwewa (55

Genom att infora nya klasser av testfunktioner fir man andra klasser av distributioner. En
ofta anvind klass av distributioner fir man om man bara utnyttjar testfunktioner med kompakt
st5d. Den distributionsklassen &r 3 stor att den samtidigt rymmer bdde hela klassen ¥ ! och alla
kontinuerliga funktioner, som t ex €%, €%, exp(z?) och exp(exp z). Speciellt rymmer den allas k
homogena 16sningar till linjira differentialekvationer med konstanta koefficienter. Varje forsok att
fouriertransformera dessa allminna distributioner leder emellertid till stora problem. (Den nyfikne
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lasaren hinvisas till Gelfand och Shilov, Generalized functions, vol 1, [7], dar bl a den siregna
distributionen &(z — {) definieras.) Har behandlar vi endast klassen ¥ ' (klassen av tempererade
distributioner) och vi kommer att nigot oegentligt att anvinda ordet distribution synonymt med
uttrycket tempererad distribution.

Exempel. Avgdr om nigon eller nigra av foljande funktioner ar testfunktioner i ¥.

a)e !l b)sint ¢) et cost
-1/(1-t%)
d t)= ¢ * ltl < 1’
Yo ={¢ <1,
Losning.

a) Nej, ty e~ &r ej deriverbarit = 0.
b) Nej, ty sint gir ej mot 0 di ¢t — oo.
c) Ja! Derivering av ¢(t) = (cost)e".J ger uttryck pa formen
¢¥)(t) = pi(t) cost e~ + qi(t)sint e v,
dir px och g &r polynom. (5.2) ar darfor uppfylld.
d) Man visar att (t) ir deriverbar i ¢ = £1 och att @ F)(£1) = 0. Harav foljer att p € F . |

Anmarkning. Funktionen i d) &r ett exempel pi en funktion, ej identiskt lika med 0, som ar
ocindligt deriverbar och som antar vdrdet 0 utanfor ett begransat intervall.

Exempel. Avgdr om nigon eller ndgra av foljande funktionaler definierar tempererade distribu-
tioner (element i ¥ ').

2 ¢ [lela, ¢ed.
b) ¢+— /e"w(t)dt, pes.
c) c,pc——+/1n|t|<p(t)dt, ped.

LGsning.

o0
a) Funktionalen ¢ +— J le(t)] dt &r ej linjar. Svaret ar nej.

-0
b) Nej, ty om vi véljer e(t) = e~°/2 som ir en testfunktion, galler

o0
/ e’e~ /2 dt = oo.

-O0

o0 .
Siledes arej [ et’ p(t) dt definierad for alla testfunktioner. Funktionen e’ vixer for snabbt di
—00

|t] = oo for att definiera en tempererad distribution.
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c) Vi observerar att funktionalen &r linjir. Vidare &r

[ / In |t] o(t) dt

< Boblly 4 ) o) at

©0
2 Jn}el
5;&%w|(l+t)so(t)|/ I_H,dt(oo.
-C0

Om {wn}o, dren nollfclid i § foljer dirfor att
- |
[mtiena—o,
’ -—00

d3 n — oo. Jfr (5.3).Allts$ definierar denna funktional en tempererad distribution. |
" Foljande karakterisering av tgmperera.de distributioner &r mycket anvandbar.

Sats 5.1 (Laurent Schwartz’ sats). En I.m jir funktional f p& ¥ &r kontinuerlig (d v s tillhér
$') om och endast om det finns en konstant C och ett heltal N > 0 sidana att

I< f"P>|SC“‘P"N’ 5“-"‘&96.‘}”

dar
lelly = max 1+l |D*e(2)].
0<k<N
g€ER

Beviset aterfinns i appendix C.
5.3 Nagra viktiga distributioner

Tidigare har vi ndmnt §, Diracm&ttet, som definieras genom funktionalen

(-]

¢ / 6(t) o(t) dt = (0)

eller i 13dform

Q —> 5 t+—> 9(0)




Avsnitt 5.3: Nigra viktiga distributioner

Analogt definierar man §, genom

o e jﬁ(t-a)v(t)dt=v(a),

'<p~—>l '8, —> 9(3) %

i 1Adform

Per definition ir &,(t) och §(t — ) samma distribution.
I diagram brukar man ibland rita en § - distribution som en fet pil.

$3.(t)

N —t
a

En viktig klass av distributioner dr de som ges av vanliga funktioner.
Sats 5.2. Om funktionen f(t), —oo < t < o0, ir lokalt integrerbar, dvs

b
[1sena <o
a
for varje talpar (a,b), —0o < @ < b < o0, och om dessutom for négot N

T _Liwl
| wome <=

-00
s definierar f(t) en distribution genom

¢ — / £(8) olt) de.

Bevis. Lineariteten ir uppenbar. Vidare &r

- l [ rova|< (—l‘ﬁ{—‘l?l')—,,-w(t)l(1+|tn"dt

-—00

7 1)
<_ma_le0l0+IDY [ g

-00

89
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och kontinuiteten féljer, jfr (5.3). 1

Anmairkning. Denna sats ir lattare att anvinda an sats 5.1, men ir ¢j lika stark: Det finns
funktioner f som kan betraktas som tempererade distributioner trots att de ej uppfyller villkoren
i sats 5.2 (se sista exemplet i avsnitt 5.6).

Det &r viktigt att observera att om f (t) &ndras i enstaka punkter s& &ndras inte motsvarande
distribution. Heavisides springfunktion H(t) ges av

1,t>0
Hm:{o, t<0.

Observera att vi inte har definierat den for t = 0, men den ir ind3 vildefinierad som distribution.
Exempel. Foljande vanliga funktioner definierar tempererade distributioner

1, ¢ ,..., % Injt|,
H(), sgnt, €,
coswt, sinwt,

dir w ir reellt. Funktionen e(>+#) definierar ddremot ej nigon tempererad distribution ifall @ # 0.
Om a > 0 vixer den namligen alldeles for snabbt d& ¢ — oo; om a < 0 intraffar detta dit— —oo.

Ovning 1. Ange vilka av foljande vanliga funktioner som iven kan betraktas som distributioner
a) f(t) = €% sint

b) f(t) =€ H(2-1)

c) f(t) = 5t +3t+1.

5.4 Likhet och stod for distributioner

Definition. Med stédet for en funktion ¢ menas den minsta slutna mingd utanfor vilken ¢ ar lika
med 0. Stddet fér ¢ brukar betecknas med supp(yp). Vi har

supp(v) = {z ER; ¥(z) # 0},
dir A (slutna holjet av A) for en mingd A betecknar den minsta slutna mingd som innehaller A.

Exempel. For funktionen

v(t)={::"’ ;;951

ir supp(y) = [-1,1]. Observera att 0 € supp(p)-
Att tva distributioner ar lika i enstaka punkter ar inte valdefinjerat. Diaremot ir det menings-
fullt att siga att tvd distributioner (1) och g(t) ir lika pd en Gppen mingd.

Definition. Distributionerna f(t) och g(t) siges vara lika pd en oppen mdngd A om

[ soea= ] 9(t) wlt) dt

-00
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- 45r varje testfunktion ¢(t) med st5d pi ett slutet begrinsat (kompakt) intervall I, I C A.
Enligt ovanstiende definition ir d_is_tribntionen £(2) Lika med noll pd den oppna mangden A
om R

[ rwewas=o
farvujefunkﬁmqpmednadpaa:mpminman},zéA.

Med ovanstiende definition &r det meningsfullt att siga att deltadistributionen &(t) &r lika
med noll pd mingden A= {t€R : t3#0}.

Definition. Med stédet for en distribution f tmenas den minsta slutna mingd utanfor vilken f &r
1ika med 0.

Exempel. supp(4) = {0}. .
Ovning 10. Vad ir stddet for de distributioner som ges av funktionerna

. 1,1>0

a) cgnt={ 0,t=0
-1,1<0

5 2= {30120

c) f@)=H(t)+6(t+1)?

Definition. Med en kompakt mangd menar vi en sluten och begrinsad delmingd avIR.

Exempel. Ett slutet intervall [a,] & kompakt om —o0 < @ < b < oo. Spediellt ir [a,a] = {a}
kompakt. ' '

Definition. En funktion eller en distribution sages ha kompakt stod om stodet ir en kompakt
maingd. '

Exempel. Om a < b har funktionen H(z — @)H (b - £) det kompakta stSdet [a, b).
Exempel. Distributionerna §(z — a), &'(z - a), §"(z —a),... har alla det kompakta stodet {a}.

5.5 Multiplikation av distributioner

Multiplikation av tvi distributioner &r i allminhet inte m3jlig, men varje distribution kan multi-
pliceras med mattligt vixande funktioner.

Definition. En mdttligt vizande funktion p &r en Sverallt oindligt minga glnger deriverbar
fnnktion,sidan;ttvujeduiv;tavixerh&gstwmettpdynmn,dvlﬁllmjehdtdkﬁnnstvl
talC:C(k)ochN=N(k)20ddma;tt

|| < ca+ .

Exempel p mittligt vixande funktioner ar ¢ ex e't, ¢! och alla polynom.

o S e gtz
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Anmirkning. Detﬁdupnkmh.ttdpmlhplwmistﬂletfw nkﬂsgtvinndefmkﬁon .

Exempel. Av en testfunktion ¢ krivs att varje derivata D¥o(t) = ¥ (t) akall avta snabbare in
-warje potens av ¢ di |t] — co. Av en mittligt vixande fanktion g krivs bara att varje derivata
- Dhut)= #(5)(2) skall vixa lingsammare &n ndgon potens av t 44 [t] — oco. Detbctydertttn.rje
» gestfunktion ocksd &r en mittligt vixande fanktion. Omvindningen giller ¢j!

Exempel. Av sats 5.2 faljer att varje mistligt vixande funktion u{t) kan betraktas som en distribu-
- tion. Forhlﬂmdmmeﬂudedxhkhnevlhﬁﬂhﬂdhgﬁnhmkebhﬂmmddhgrm

i - s —

¥'= klman--;v-tcmbemdc distributioner.
M = klassen av mittligt vixande funktioner = klassen av mnlﬁphhtom
& = Schwartzklassen av testfunktioner. :

Under den vigade linjen ryms bara funktioner och distributioner med kompakt stdd.
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Exempel. En rationell funktion

o P
He)= 5y

dir P och Q ir polynom, ir en mittligt vixande funktion om Q saknar reella nollstallen.
Ovning 11.Visa att om ¢ &r en testfunktion och p ir en mittligt vixande funktion sd ar -4 en
testfunktion.

Definition. Produkten u(t) f(t) = f(t)u(t) av en mAttligt vixande funktion p(t) och en distribu-
tion f(t) definieras genom att

[ sl ee= [romolees= [ 1o e (56)

forallape ¥ . |

Hogerledet i (5.6) r vildefinierat eftersom, enligt Gvningen ovan, en testfunktion multi-
plicerad med en mittligt vixande funktion ocksé &r en testfunktion.

Exempel. Lit u(t) vara en mattligt vixande funktion. D3 giller

[ bwsenewa= [ sk o)

SPOPORPCON ROPOL:

- / u(0) 6(¢) w(2) dt.

-=00

Enligt definitionen av likhet mellan distributioner géller att
u(t) 6(t) = B(0) 6(2).
Analogt kan man visa reduktionsregeln u(t) é(t — a) = p(a)6(t - a).

Ovning 12. Undersok om nedstiende funktioner ar testfunktioner, mittligt vixande funktioner
eller ingetdera.

a) f(t)=tanht.
b) g(t)= % tanh ¢.
2
_(ef=1)
¢) k(t)= @ -1
q) P4t +8 42 e+
t+1 )
) 4842741
t+1 )
Ovning 13.Forenkla l1isni 6(1).

241
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5.6 Derivation av distributioner

Om bdde f och ¢ ar testfunktioner giller
[ rovema = e, - [ rowwa
Eftersom ¢ och f ligger i ¥ forsvinner de utintegrerade termerna och resultatet blir
o0 0
[ roea=- [ sawma. (5.7)

Om ¢ ir en testfunktion &r ocksi ¢’ en testfunktion. Darmed ér hogerledet véldefinierat
ocksd dd f(t) ar en distribution. Vi kan hirigenom anvinda (5.7) som en definition av distribu-
tionsderivatan. :

Definition. Derivatan Df = f’ av distributionen f definieras av
o0 o0

[ ropwa=- [ s
) -0

for varje testfunktion ¢.
Distributionen f'(t) ir siledes den linjira funktional som tilldelar testfunktionen p(t) vardet

-jmwmu

Denna definition ir mycket central och illustrerar viktiga egenskaper hos distributionsteorin.
(i) Definitionen skrivs som ett integralsamband.
(ii) Operationer (som derivering), vilka apriori ej kan utforas pi distributionerna, utfors pa test-
funktionerna, dar de dr véldefinierade.

Derivation av distributioner ar siledes alltid en tilliten operation.

Definition. Den k:te derivatan D¥ f = f(F) av en distribution f definieras av

o0

[ Pty = (-2 / fOD* () dt, k=0,1,2,...,

-0

forallage .
Observera att varje tankt partialintegration ger ett teckenbyte, dirav faktorn (-1)*.

Exempel. Berikna distributionsderivatan av Heavisidefunktionen

1, t>0,
H(‘)"{o, t<O0.



Avsnitt 5.6: Derivation av distributioner 95

Losning. Enligt definitionen ges H' av att
©0

/ H'(t)p(t)dt = / H(t)y'(t) dt = / ¢'(t) dt

°
= '[‘P(‘)]o #(0) — ¢(00) = ¢(0).
Men

©0
o= [ swete.
)
Definitionen av likhet for distributioner ger nu att
| H'(t) = 6(1)
och exemplet i avsnitt 5.1 framstir i nytt ljus.
Ovning 14. (Produktregeln.) Visa att om p &r en méttligt vixande funktion och f en distribution

s4 giller att .
Dlup(t)f()] = #'0)F(t) + s f'(t).

Definition. (Linjirt koordinatbyte.) L4t a # 0 och b vara reella tal. Fér en distribution f€ ¥’
definieras distributionen f(at + b) genom

/ f(at + byp(t) dt = / f(z)so( b)-l—a—ldz

Exempel. Distributionen §(2t — 6) ges av

/ 6(2t—6)p(t)dt = / 8(z)y (z : 6) %dz

/ %m- 3)p(t) dt.

Enligt definitionen av likhet for distributioner ar siledes (2t — 6) = 6(t — 3).

Ovning 15. Visa att H'(t — a) = 6(t — a).

Exempel.
a) Skriv med hjilp av Heavisidefunktionen H(t) funktionen f(t) given av

0, t<0
fA)=4{2t 0<t<?2
7 t>2.
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b) Berakna distributionsderivatan av f. _ 'f
+ £ ()
- ‘7
14
! *t
2
Losning.

a) f()=2t(H(t)- H(t-2)) +T1H(t-2)
b) Med hjilp av produktregeln fas

7'ty = 2t(6(t) - 6(t - 2)) +2(H () - H(t - 2)) + 76(t - 2).
Enligt foregiende dvning ar H'(t—a) = §(t - a) och rikneregeln u(t)é6(t —a) = u(a)6(t — a) ger nu

F)=2(H01)- H(t- 2)) + 36(t - 2).

1 £°(t)

Vi observerar att den forsta termen ir den vanliga punktvisa derivatan. Den andra termen ir ett
bidrag frin springet i t=2. '

Genom att systematiskt subtrahera bort spring med hjilp av Heavisidefunktionen kan man
relativt 1att bevisa foljande sats.
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Sats 5.3. Antag att f ir styckvis deriverbar utom i punkterna @;,8;,...,6x, dar f har spring av
b5jd #,,83,...,8,. D4 r distributionsderivatan av f lika med

£ =1+ 3 88( — a),
&=1

dir [f'(t)), betecknar den punktvisa derivatan av f, som ir definierad utom for t = a;, k =
1,2,...,n, och s; &r sprangen ‘ "

5 = f(a,,+0)— f(ag—O), k=1,2,...,n.

Om speciellt f ir kontinuerlig (d vsallas, =0 ), sd i.r.f'(t) = [f(1)],-

f(t)

&LK Sz

vd

. . . "53{/4
Y =, .t

Ovning 16. Berikna genom direkt anvindning av definitionen distributionsderivatan av
a)tH(t) b)e'H(t) «c)H({)-H(t-1)

Ovning 17. Berikna distributionsderivatan av

t+2|, t<O
f®) = {sint, 0<t<x/2
et t>x/2.

Skissera f och f'. ~

Hur konstig kan en tempererad distribution vara? Vi har infort en relativt sniv klass ¥ av
testfunktioner, vilket ger en relativt rymlig klass ¥ / av distributioner. Men hur stor? Svaret ar:
inte storre in nddvandligt. Detta littande besked ges av fGljande sats.

Sats 5.4 (Struktursats for tempererade distributioner). Varje tempererad distribution ar
en upprepad derivata av en kontinuerlig funktion med hogst polynomiell vaxt:
Varje tempererad distribution f kan skrivas

f=D"F




98 : Kapitel 5: Distributioner

dir N > 0 ir ett heltal och F &ren kontinuerlig funktion som vaxer hégst polynomiellt, d v & for
négra positiva konstanter C och m galler att

\Fz)| < C(1+zh™ z€R.
Omvant giller att om F vixer hogst polynomiellt och N 2 0 ir ett heltal s& ir DN F en tempererad

distribution.

Beviset bygger pa sats 5.1 men maste hir dverhoppas.
Satsen kan ocks3 formuleras sd: Till varje f € ¢! finns tva heltal N 2 0 och k> 0 och en
kontinuerlig begrinsad funktion G sidana att

f(z)=D" {(1+2")"G(2)}- |
Det spelar ingen roll hiir om vi anvénder faktorn (1+2%)* eller (1+]z])™. Derivatorna ir naturligtvis
tagna i distributionsmening.

For att generera hela klassen %’ kan man alitsd gi tillvaga pi foljande vis:
1. Tag alla kontinuerliga begrinsade funktioner pi R. Lit dem utgora klassen BC.
2. Multiplicera dem med alla polynom. Om Pol = { polynom } kan vi skriva resultatet som
Pol -BC.
3. Tag nu alla derivator. Symboliskt kan vi beteckna slutprodukten med
Der(Pol - BC).

Detta ar hela klassen f '.
Exempel. For Diracpulsen giller §(z) = D H(z) = D*{zH(z)}. Som F(z) duger zH(z).
Exempel. Funktionen f (z) = € cose” kan € definieras som tempererad distribution m h a sats
5.2, ty

T U@
@+ =Y

-0

for alla heltal N. Diremot kan F(z) = sin e definieras som tempererad distribution m b a sats
5.2, ty |[F(z)| £ 1 for alla z. Eftersom f = F' 54 definierar vi f sésom tempererad distribution
genom formeln f = DF.

5.7 Konvergens i distributionsmening

En stor fordel med distributioner &r att derivation alltid ar mojlig. En annan ar att minga resone-

mang om konvergens blir mycket enkla di man infor ett nytt konvergensbegrepp.
Definition. LAt {fn}oz; och f vara tempererade distributioner. Vi siger att nango fa=Ffi
distributionsmening om

(- -]
Jm [ et
-00
existerar for alla testfunktioner ¢ och &r like med [ f(t)p(t)dt. Vi skriver fn — fi9'da

n — oo,
Fbljande sats ger ett for klassisk analys forvinande resultat.
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Sats 5.5. Antagatt fo = fi f'dén— co. Digiller fi— f'iJ".

Bevis. Det giller for varje testfunktion ¢ att
s [ rowa= [ 0w 68

'Enligt definitionen av distributionsderivata &r

e — e — P

[ rowtna=- [ nowoe

P s T e -

ZEnligt (5.8) galler - -
- j ()P () dt— - j F)(t) dt

da n — oo. Genom att tillimpa definitionen av distributionsderivata pd nytt fir vi slutligen
o0 ) (-4
im [ nowe= [ rowme .
- 00 -00

Frin definitionen ovan foljer att om {fa}oz, ir en foljd som konvergerar likformigt mot f
s3 konvergerar f, ocksd i distributionsmening mot f. Om diremot en fcljd av funktioner {f»}
konvergerar mot f punktvis behdver inte fn konvergera mot f i distributionsmening eller omvant.

Exempel. Lit P (t)
Py={™ 0<t<1i/n 1
770, fo. n
Visaatt P,—= 61 f'din— oo.
~t
Losning. Vi miste visa att : . 1/n

m [ Pwi= [ sema

for alla ¢ € & . Enligt integralkalkylens medelvirdessats giller att

1/n
[ et =n-2e0 = w0,

o0
/ Pa(t)e(f)dt=n
—00
dir 0 < £ < 1/n. D& n — oo foljer att

lim / Pu(t)olt)dt = ¢(0) = / 8(t)plt) dt.
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Vi har visat att Po(t) = 6(t)i ¥’ d&d n — oo Punktvis galler diremot att Pn(t) =0 din— oo
for allat. i

Exempel. Bestim i distributionsmening gransvardena
a) lim e~

laj—eo
b) lim cosatoch lm ginat
la| =00 jaj—oo

dir a ir en reell parameter.
Losning.
a) Funktionerna e—2t, cos at och sinat ir alla enligt sats 5.2 distributioner. Lit ¢ € ¥ och sitt

I(a) = / e—ioty(t)dt.

Partiell integration i vanlig mening ger

I(e) = Jim {[g‘ﬂﬁ)]: _ ]’ _e:’_’;;j 2(8) dt}
=T

—ia

1

1 o0
= — / e~ioty! (1) dt.
-co
Eftersom ¢ € ¥ &r integralen 2 1 ()] dt andlig, varav
1 o0
e < 7 [ el d—0
-00

d3 |a| — co. Vi har visat att e-iot 4 01 ' di |a] — .
b) Genom Eulers formler ser man att aven sin at och cosat — 0] ¥ 43 |a| = oo.

Definition. En serie av distributioner Y oe—co /o 538€5 konvergera i distributionsmening med

summa f om
o0

) M

n=-N_"oo

[~}
fettyd= [ S@ote)d
~00
forallape ¥ . Foreni distributionsmening konvergent serie Y fn giller alltsd att

[ Taewna=3 [ e (59)

F5ljande sats sager att man kan derivera termvis i distributionsmening obegrinsat antal
ganger.
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Sats 5.8. Antag att serien 3 os _.. fn konvergerar mot f i distributionsmening. D4 galler

S D, =D* 3 fa=Dif

"=-co

for k=0,1,2,..., med konvergens i I '.

Bevis. Tillimpa Sats 5.5 upprepade ginger.

5.8 Periodiska distributioner och generaliserade fourierserier
Definition. En distribution f kallas periodist med period T om likheten

f(t)=f(t+7T)

giller i distributionsmening, d v s om

[ roewa= [ s+ Dyeteyae= / f(v)p(v—T)dv

for varje testfunktion ¢.

Exempel. Pulstiget
[~ <]
Ii(z) = E 6(z — mT)

m=-=00

ir en periodisk distribution med period T.

L (t)

21 x| T 21 "

Bokstaven III ir nirmast tagen frin det kyrilliska alfabetet och kallas sja pd ryska. Den
hiarstammar frin det hebreiska alfabetet.

Exempel. Visa att verkan av ITI pd en testfunktion ¢ ges av

. / mM(z)p(z)dz= Y, @(mT). (5.10)

M= =00
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Losning. Enligt (5.9) blir

71]1(:)90(:)&: = 7 i 5(z — mT)p(z)dz

o m=-—00

= i /6(z—mT)¢(z)dz= z ¢(mT),

M==00 _oo m= =00

och denna summa &t konvergent i vanlig mening for varje testfunktion ¢. B

En periodisk distribution kan, liksom en periodisk funktion, atvecklas i fourierserie. Lt
distributionen f ha period T. Hur skall vi definiera dess fourierkoefficienter? Helst vill vi berdkna
dem enligt formeln )

T
e = :-11; j (et dt, QT =2x. (5.11)
[1]

Om vi infor den karakteristiska funktionen fér intervallet {0,T],

1, 0<t<T,
x(t) = {0, £,

kan (5.11) skrivas

cn=% / F(t)e= Ry (t) dt.

Det formella problemet &r att funktionen e~in0ty (1) ej ir en testfunktion, eftersom x &r diskontin-
uerlig. Detta kan 13tt avhjilpas. Vi fasar helt enkelt av kanterna pi grafen till x (se figur).

v

T2 0 T 3T/2 t
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1 appendix D visas hur detta kan gbras s& att den nya funktionen V¥ satisfierar nedanstdende
krav.

(i) 0<L¥(t)<1forallateR.
(i1) ¥ € C*(R), d v s ¥ har kontinuerliga derivator av alla ordningar.

(i)  ¥(t) = O utanfor intervallet —T/2<t< 3T/2, (5.12)
(v) D ¥(-kT)=1f@rallatelR. (5.13)
k=—c0 '

Tagna tillsammans innebr (ii) och (iii) att ¥ ir en testfunktion med kompakt stdd. Vi illustrerar
(iv) med en figur. '

T

Y(t+T) ¥(t) ¥(t-T)

) D EDE

Observera att hogst tva termer i summan (5.13) kan vara skilda frén noll samtidigt (d v s for ett
givet t).

For varje heltal n &r produkten e~y (1) en testfunktion och vi kan nu inféra foljande
korrekta

T

Definition. Fourierkoefficienterna ¢cq(f) till en periodisk distribution f ges av
o0
en(f) = -% / () (t)e=i" d. (5.14)
)

For konkreta distributioner och vid problemldsning behGver man emellertid inte anvanda
denna vid forsta anblick ndgot egendomliga definition. Man klarar sig nimligen alltid med den

intuitiva formeln
o+T

e(f) = % / f(t)e~*0t dt, (5.15)
J :
om man bara viljer konstanten a sd att distributionen f(t) nira t = a ges av en vanlig funktion.
Detta brukar kallas "snilla granser”.
Vi skall visa att den nya formeln (5.14) ej strider mot den gamla formeln (5.15).



104 Kapitel 5: Distributioner

Sats 5.7. Lit f vara en vanlig T-pen‘odiék funktion, som ir integrerbar &ver en period,d vs

o+T
/ | F(t)} dt < 0.

D34 stimmer formlerna (5.14) och (5.15) Sverens.

Bevis. Vi omformar (5.14) i steg.
oo oo s+(I41)T
Ten(N) = / F()¥(@)e ™ dt = E / f(t)il(t)e"”“‘ dt
-0 2= LIT

olo e+T '

—lt=z+T]= Y / f(z +IT)¥(z + IT)e= "=+ g

f=—00 g
o ®tT

= [ f periodisk, nQIT = nl-27) = E / f(z)¥(z +1T)e~i"= dz
e+T o e

={pga(516)= / f(z) D ¥(z+1T)e o dz

a+T
= [ formel (5.13)] = / f(z)e~ 9= dz.

Vi har visat att formel (5.14) ger formel (5.15).
Exempel. Fourierserieutveckla III! Enligt (5.14) &r

Ten (1) = / I1(t)e=" (1) dt = | formel (5.10)]

= 2 e~i"mT §(mT) = [ QT = 27, n och m heltal]
m=-=00
o0
=. Y ¥(mT)=¥0)+¥T)=1,
m==00

dvs

e (II) = -;-, for alla n.
Detta resultat kommer man ocks till om man i formel (5.15) viljer t ex @ = -T/2,

T/2 T/2 o
Te,(II) = / me=d= [ Y 8(t-mT)e "t
-T/2 -T2 ™=

T/2
= [ bara mittpulsen m = 0 bidrar] = / §(t)e~"" M dt = 1.
-T/2

(5.16)
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Till varje periodisk distribution f kan vi ordna en fourierserie

o0

z cn(f)eenm.

n==00

Om f ar en vanlig funktion blir det en vanlig fourierserie (kapitel 1). I annat fall kallas den en
generaliserad fourierserie.

Exempel. Pulstiget ITI(t) har den generaliserade fourierserien

oo
z emm’

W] -

Den &r ej konvergent i vanlig mening. Att den &r konvergent i distributionsmening foljer av sats
5.9.

I beviset av sats 5.9 kommer vi att behdva foljande hjilpsats, som dven &r av eget intresse.
Den visar hur man pi ett naturligt sitt kan forknippa en periodisk funktion & med en aperiodisk
funktion ¢, s& att fourierkoefficienterna for & ges av fouriertransformen for ¢.

Sats 5.8. Lit ¢ vara en testfunktion i ¥ och

oo
B(t)= D, #(t+kT) (5.17)
k=—co
Dé galler att
(i) & &r periodisk med period T.
(ii) ® ar absolutintegrabel Gver en period.
(ii) ea(®) = 2B(n0),

=]

(iv)% 3 P(r0)en = §(1).

n=-—0co
Bevis. Som testfunktion aviar ¢(z) snabbt di |z| — co. Dirfor konvergerar summan (5.17). Del
(i) 13mnas &t ldsaren. For del (ii) uppskattar vi

T T

T o 0
/I‘I’(t)l dt:/ z w(t+ kT) dt_g/ 2 |(t + kT)| dt
0 o lk=-co o é=-o0
o T
=y /|¢(t+kr)|az=[==:+kr]
dm—o0 g
(+1)T

=y / lo(z)| dz = 7[«,0(:)[ dz < co.

k=-co T -0
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4901

/xj

o121 ¢+  |o® ot

—
-T | T t
T‘D(t)
/—\/—\/'\__/_\/-\
: el
-T T t
P4 samma satt gor vi del (iii):
T
Ten(®) = [ () Mdt=...=
/
o T
= 3 [etrrnentdn fp=adt, O = 2x, 60T = 1]
k=-c0
o (1T o
= }: / v(z)e—iun:dz = / qp(z)e""“‘dz
k=-c0 g7 o
= P(n).

Enligt sats 5.13 nedan &r P en testfunktion eftersom ¢ ir det. Darfor avtar talen P(n{l) snabbt dé
|n| = oo. Det betyder att

T k@)= 5 Y Ra0)l <o

/A= =00 fAxE =00
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Enligt sats 1.4 konvergerar fourierserien for ¢ mot funktionen @ och vi fir darfor

oo (- -] o0

1

E (,O(t + kT) = Q(t) = E cn(Q)einﬂt = T E a(nn)einnt.

=00 n=-—00 n=—00

Efter dessa forberedelser ar vi mogna for
Sats 5.9 (Huvudsats for periodiska distributioner).
a) Varje periodisk distribution f har en generaliserad fourierserie

o0

2 c‘(f)einﬂt

n= =00

107

(5.17)

(5.18)

med fourierkoefficienter, som uppfyller ¢n, = O(|n}*) for ndgot heltal k. Serien (5.18) konvergerar i

distributionsmening mot f.
b) Omvant giller att varje serie pd formen

o0

2 Tn einfit

n=—oo

(5.19)

konvergerar i distributionsmening, forutsatt att koefficienterna n uppfyller yp = O(lnl") for ndgot
heltal k. Seriens summa ir en periodisk distribution, och for denna distribution f galler att

en(f) = Tn.

Bevis av del a).
a) Vi tillimpar sats 5.1 med o(t) = e~ ¥(t) pa formel (5.14).

<€ max (14 [t)Y|D¥e(1)].
0<k<N
tER

Tlen| = l:/ f()e= g () dt

For alla t gdller att
N|pk 3T\N |
1+ [Drem| < {1+ ) DR,

eftersom ¢(t) = 0 da |t| > 3T/2 enligt (5.12). Funktionen ¥ ir fixerad. Varje derivata ¥(9)(t) ar
begransad, |¥)(t)| < nigon konstant A;. Vi uppskattar forst de tvé ligsta derivatorna av ¢.

Do(t) = (—inQ)e™ 14 (2) + e HP'(2),
|De(t)] < n2|¥(2)| + 1€'(2)] < 0o + Ay,
Dz(p(t) = (e"'"m)"\ll(t) + 2(e-l'nﬂt)lwl(t) + (e""‘“)W"(t),

|D*e(t)] < (n)? [¥(2)] + 2(n) [¥'(2)} + |¥"(2)] < (nR)* Ao + 2(n) A1 + A:.
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Med dessa specialfall framfor Sgonen kan man overtyga sig om att
|D*e(2)] < (n)* 4o + E(nQ)F 1A + .. + Ak

_ Alltsd &r N
Tleal < € (1 + 521) [(0) o + KR Ay + .4 i)

dvs
en=0 (Inlk) di |n| — oo.

Det Arerstdr att visa att serien (5.18) konvergerar i & /. Vi bildar dirfor delsumman

M N
s5@)= Z ea(f)e ™.

ax-M

Vi maste visa att
(- -] o0
/ S(t)e(t) dt — / f(t)o(t)dt da M — ooforallape s (5.20)
-00 -00 ’ '

Det gor vi i tre steg genom att visa foljande tre pastienden.

Z S()e)dt = j:u a(/)P(-1) (5.21)

Serien S en(f)p(~n) ir absolutkonvergent, d v s
niwlcn(f)l [pen) <o Bralaped. (522)
7 Fltyett) dt = “g:wcn(f)fﬁ(-nﬂ) (523)

Steg 1. Vi verifierar formel (5.21).

o0 oo M )
[ swrewa= / 3 Dot

M s . M
= 3 ol [ e tit= 3 elffp-n)
an-M an-M

Steg 2. Enligt sats 5.13 nedan giller att P ir en testfunktion om ¢ ir en testfunktion. Shledes
avtar 3(w) snabbare dn varje potens av 1/w d} |w| = o0, d ¥ s P(~nQ) avtar snabbare &n varje
potens av 1/(nQ) d& [n| — co. Detta medfor att produkten ea(f)P(—nf) avtar 3 snabbt dd
|n] — oo att (5.22) galler.
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Steg 8. I en rad smisteg omformar vi gradvis 3 en( f)p(-n0). Markeringen [+] nedan star for
forklaringen [f kontinuerlig linjér funktional pd ¥ ] och betyder att vi fir ta dessa smdsteg just
dirfor att f dr kontinuerlig som funktional. Vi avstir emellertid frin att hir pirmare gi in pd
detta.

o0

T calf)p(-n9) = [formel (5.14)

n=-—00

_=-—00

i "7’(-“9)% / J(R)¥(R)e~ " dt = [+]

= / f(t)W(t)%; i i}(—nﬂ)c""m dt = [sats 5.8 (iv)]

= / 108 T wlt+kT)dt=1b)
—c0 k=-00

oo (-]

=y / SE)¥()e(t+ KT)dt = [z =t + KT)

k==-00 o

o0

Y / §(z - KT)¥(z ~ kT)p(z)dz = f periodik]

k=—00 oo

o0

- 3 [ rene- gtz =1

k==00 o

= / f(z) Z U(z - kT)p(z)dz = [formel (5.13))

k=-00

= 7 f(z)p(z)dz

Bevis av del b). Antag nu att ya = O (|n|") och sdtt

M .
SM(‘)= z: 1“cm01.

n=-M

(i) Om k < —2 avtar 7 snabbare in 1/n? di n — oo, varfor

o
2 [ral < o0.

Hirav foljer att den kontinuerliga funktionen Sy konvergerar likformigt mot en kontinuerlig funk-
tion f d4 M — oco. Den likformiga konvergensen medfor ocks3 att

ea(f) = In
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Funktionen f kan forstds &ven betraktas som en distribution.
(i) Om k > —2 sitter vi

S | -
6" - (inQ)"+2 k] n # 0‘)

6 =0,
och
" »
Gulty= Y Sne™™.

a=-M
Av villkoret 9, = O (lnlk) foljer att
C
.ﬂ_:’
dir C &r en komstant. Alltsd konvergerar den kontinuerligs fonktionen G likformigt mot en
kontinuerlig funktion g d4 M — co. Vi kan betrakta G och g som distributioner. Av att

ba <

Gyp — g lidormigt dd M — oo

foljer att
Gm — g i distributionsmening dé M — oo,

Upprepad anvindning av sats 5.5 ger nu att
Sy —70 = D**2Gpy — D¥?g i f'dA M — o0
Om vi definjerar distributionen f = 70 + D*+2g giller silunda att
Sy—f i g (5.24)
Eftersom Sy har period T miste f vara en periodisk distribution med period T. Nu &terstir bara
att visa att cn(f) = Yn. Vi anvinder definitionen (5.14) och far
- =]
Tea(f) = / F()¥(t)e= " dt = [formel (5.24)]
-0
(- -]
I —inQt
= Jm_ / Spg(£) ()= dt.
-0
Den kontinuerliga funktionen Sa uppfyller forutsittningarna for sats 5.7. Alltsd galler
o, In] > M,

00 T
/ Sa(t)E(t)e™"" dt = / Sar(t)e™™ dt = {T"-- In| < M,
o J

varav

Ten(f) = ‘}i:l'an‘y,. = Tvp. |
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Exempel. Antag att f ar en T-periodisk funktion som &r integrerbar Sver en period, d v &

T
/mmm=A<w
0

D3 gil_ler for dess fourierkoefficienter att

T

lea()l =

z o/ f(t)e=ont at
T
x

T
(e dt = 2 o/ Sl dt = <co.

'~]I'-‘

Siledes uppfyller de relationen
enlf) = O(Inl")

med k = 0 (de &r begrinsade di |n| — o). Fourierserien for f behover inte konvergera mot
f i vanlig mening. (Det finns ett berdmt motexempel av Kolmogérov frin 4r 1926.) Déremot

konvergerar serien
o0

Y ealf)e

N= =00
mot f(t) i distributionsmening. i
Nir man arbetar med generaliserade fourierserier har man ofta nytta av foljande

Sats 5.10. En vanlig eller generaliserad fourierserie fér deriveras termvis hur ménga ginger som
helst i distributionsmening med en ny generaliserad fourierserie som resultat.

Bevis. Lat koefficienterna v, i serien

0
2 Tn etniit

n=-—00

uppfylla 7, = O(Inlk) di |n| — oo for ndgot heltal k. Derivera serien termvis I ginger! Resultatet

ar serien
[~ -]

2 (inQ) yne™®

nE =00
vars koefficienter &, = (in92)!yn uppfyller

6. = O(|n|**') 48 |n| = co.

Den deriverade serien ir enligt sats 5.9 en generaliserad fourierserie (den ir konvergent i distribu-
tionsmening). |
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112
ellan sigtandsfunktionen i sats 1.10 och pulstiget IIL.

Exempel. Det finns ett enkelt samband m
den T-periodiska sigtandsfunktionen

Vi visar detta for allman period T och infor

{Mﬂ:%—%,0<t<n

N(0) = 0. _
Med variabelbytet z = §t, dar QT = 2, kan detta dterforas pi sats 1.10, och vi fir

(5.25)

nx

oo .
Ney=Y S22 grallate.
n=1

ot for alla t € B. Vi skall derivera (5.25) i

Detta ar en vanlig fourierserie, punktvis konverge
d3 t = kT, k heltal. Om vi

distributionsmening. Funktionen N(t) bar spring uppit av hojd 1

generaliserar sats 5.3 till fallet med oandligt minga spring finner vi att
1 o0
' - e v— -—
N'(t) = T+; §(t - kT)
-0

=-%+HM)i$t

1N(t)

N’ (t)

-T J T

- -1/T|

Enligt sats 5.10 fir vi termvis derivera hoger led i (5.25)- Distributionsderivatan blir

-0
L% 1

S 1% o 2 il a0 st _ L S n
™ osnQt = )  mcosnilt = _(C‘ t4 i) = = 5: &SmOt
Emr ET “=1T T

n=1
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Likheten (5.25), deriverad i distributionsmening, ger alltsd

_% +1I(t) = N'(t) = -11; ‘i:.’ emit, (5.26)
-0

Observera att vi har funnit fourierserien for IIT pd ett nytt satt:

11 «— 1 —
m(t) = T + _f 2 eimﬂt = _f 2 etmﬂt.
L 3 Od ) m=-—-00

- o

Om vi t ex deriverar ytterligare en ging finner vi att

N"(t) =III'(t) = f: §'(t-kT) = f: imQemat, (5.27)
= =00 Mm=—-00

Om en periodisk funktion pi clika intervall sammanfaller med olika polynom, kan fourier- |
koefficienterna bestimmas utan nigon explicit partialintegration.

Exempel. Bestim fourierserien till den kontinuerliga funktionen

U(t)=U(t+T), teR.

Lésning. Vi betraktar U som distribution och skissar U, U’ samt U" &ver flera perioder. Vi ser
att

o0
U'(ty=2- Y 2T§(t-kT)=2-2TI() iF".
k=-00
Som distribution har U en fourierserie

Ut)= Y, cne™™, en=ca(U), QT = 2m,

n=-000

som Vi far derivera termvis. Detta ger, med likhet i ', att

f: (inQ)?cne®™ = U"(t) = 2 - 2T I(t) = -2 f: e

L DW=
3 - <] :':

dir vi utnyttjat att c,(I0) = 1/T for alla n. Vi identifierar koefficienterna termvis,

(80yea(®) = { ;7 =~ 2 20

vilket ger 2 2
(V) = Gaay = o)’

n#0.



114 Kapitel 5: Distributioner

u
7°/4
+ . > {
~T T
4 ul

fl
I u
Lt -o- < o -©
-T T
—2T §(t+T) ~2T§(t) =2T§(t-T)

For att bestimma cp maste vi gd tilibaka till den nrsprnnghga. funktionen U(T) och berikna
medelvirdet

1 | T?
ad =T°/(") fo)
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Som distribution har U alltsd fourierserien

0 & 2 e TPf1, 1 <~ &
U(t)—ﬁ-*-z (nQ)’e T2 §+'-x—2'2 n? |’

an—00 - —00
'S 14 apgd

Men fourierserien ir absolutkonvergent och U en kontinuerlig funktion, 63 vi har aven likhet punkt-
vis i uttrycket ovan for alla t € R enligt sats 1.4. 1

Ovning 18. Berakna fourierserien till trekantviéen W pi sidan 13 genom att fourierserieutveckla
distributionsderivatan W".
5.9 Fouriertransform av testfunktioner

Vi skall nu se att testfunktionerna i Schwartzklassen ¥ har mycket goda egenskaper med avseende
pi fouriertransform. Dessa kommer sedan att Sverforas till distributionerna i klassen b
En testfunktion ¢ ir absolutintegrabel, ¢ € L'(R), och dirmed &r dess fouriertransform

[~

T i) =3w) = [ e eln)d © (529)

-0

definierad.

Exempel. Funktionen ¢(z) = e—*'/? har fouriertransformen $(w) = Va7 e-w’/?, Bide ¢ och §
ir testfunktioner (jfr sats 5.13 nedan).

Det &r uppenbart att riknereglerna 1-4 for fouriertransform i avsnitt 4.2 galler. Vidare har
vi f6ljande deriveringsregler.

Sats 5.11. Om ¢ tillhdr Schwartzklassen ¥ galler
(i) @ ar odndligt minga ginger deriverbar, och for varje positivt heltal k &r

D) = F [(-i0)* o)) ().
(ii) Fér varje positivt heltal k ar D*(t) absolutintegrabel och
T [D*¢) (w) = (w)* B(w)-
Bevis av (i). Vi betraktar forst fallet k = 1. Eftersom ¢ € ¥ galler
Ci
)| € ——————. 5.29
Bilda skillnaden

R(h) =2 RO fine(n] )

o0
—i{whh)t _ g—iit _ v
= / [’ - £ +ite"“"'] w(t)dt

[~

. —iht _ :
= / e"“"qp(t)--e—-—-’-}"'—'ﬂdt.
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Vi utnyttjar nu olikheten .
o . o
|cm_1_ga‘s —2—’

som foljer av Taylors formel. Vi fir med anvindande av (5.29)

e 2
|R(h)| < ] et ()] oL at

(-~
s‘-z—‘ / le(®)] - £ dt
- 00
i _C
< 4T __ gt = |h|-const =0
<3 / g =
di h — 0 och pistiendet foljer. For k=1, 2, 3, ... foljer sedan satsen genom upprepning av
ovanstiende forfarande. |

Bevis av (ii). Genom successiv partialintegration far vi

o

¥ [tp“‘)] (W) = / et SR)(1) dt

-0

= Tu-{noo [¢“‘"1)(t)e"""‘]

oo
T :
T+iu/c"“"tp("")(t)dt
-00
o0

o=t [ = ()P

—c0
De utintegrerade termerna forsvinner eftersom |hm |9 (2)| = 0 for varje heltal k. |
Frin sats 5.11 (ii) ser vi att d& p aren testfunktion galler

) p)] = [T [0 @) < / e (0] at < oo
for k=0,1,2,.... Harav foljer att

o(w
Pl < G
Dirmed &r @ absolutintegrabel, och samtliga forutsittningar for Fouriers inversionsformel (sats 4.2)
ir uppfyllda. Vi far

Sats 5.12. Dd p éren testfunktion giller Fouriers inversionsformel
e(t)=— / e o(w) dw. (5.30)

Genom successivt anvindande av sats 5. 11 s
A+ VW) =¥ [a-D*¥ (=it)* (1)) (). (531)

Vi har nu
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Sats 5.13. Om ¢ ar en testfunktion ir P ocksd en testfunktion. Annorlunda uttryckt, fourier-
transformen ar en avbildning frin klassen ¢ till klassen f ,

F:9—7.
Vidare &r denna avbildning en-entydig och pd.
Bevis. Att F avbildar & ini ¥ foljer av formel (5.31). En-entydigheten ar en konsekvens av
Fouriers inversionsformel. Inversionsformeln visar ocks? att avbildningen ir pd. |
Frin formel (5.31) foljer ocksd
Sats 5.14. Lit {¢n}S%, vara en foljd av testfunktioner. Om pn — 9 i ¥ dirpdren testfunktion
gi.Ueratt'qb,,—v@i.‘f.

Bevisskiss. Det ricker att visa att om {Pn)=; &r en nollftljid i P, 88 ir {@p)r= @ nollfoljd
i ¥. (Se avsnitt 5.2 for definitionen av konvergens i $.) Att sk &r fallet foljer av formel (5.31).
Genomfor detaljerna som dvning.

Vi sammanfattar sats 5.13 och 5.14 silunda:

Sats 5.15. Fouriertransformen &r en kontinuerlig en-entydig avbildning av ¥ pd g,

en-entydig
F:9—7 {Pi

kontinuerlig.

Allt detta skall nu dverforas till klassen ¥ ' av tempererade distributioner.

5.10 Fouriertransform av distributioner

L4t f varaen absolutintegrabel funktion, f € L'(R). Dess fouriertransform

o0

Fey= [ s

=00
ir d3 en kontinuerlig begransad funktion. f kan d3 enligt sats 5.2 uppfattas som en distribution.
Dess verkan pé en testfunktion p ges av

<f.e>= / 7 (W) p(w) dw.

Genom att byta integrationsordning fis

-

7?(«») o) dwr = 7 ( [ s at) w) do

= / 18) ( 7e-‘;'¢(w) dw) dt

[

- [ £(8)3(t) dt.
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Fubinis sats, se avsnitt 4.5, &r tilimplig eftersom den upprepade integralen ar absolutkonvergent.
Vi har erhillit Parsevals formel:

/ Fwew)dw = / F(O)P(t) dt.

Observera nu att om ¢ ir en testfunktion &r ocksé P en testfunktion (sats 5.13). Detta gdr det
mbdjligt att utvidga definitionen av fouriertransform till klassen av tempererade distributioner.

Definition. LAt f(f) vara en tempererad distribution (ett element i ¥'). Vi definierar dess
fouriertransform f (w), som den funktional vars verkan pi en testfunktion p(w) ges av

/ Fw) p(w)dw = / () B(t)dt

eller
<F.e> def < £,%9>, forallape .

Funktionalen f:s verkan pé testfunktionen ¢ ges siledes av distributionen f:s verkan pé ?.
Denna verkan ir definierad eftersom enligt sats 5.13 3 ar en testfunktion. Vi skall nu se att f aren
tempererad distribution. Det terstér att verifiera att J ir en kontinuerlig funktional pi ¥. Lit
{¢n}, vara en nollfolid i ¥ . Enligt sats 5.14 ar d& {§,}az1 0 nollfdljd i ¥ . Vi fir

/ F(w)pa(w)dw = / f() P, (t)dt =0

di n — oc.
Vi sammanfattar ovanstiende som

Sats 5.168. Om f(t) ir en tempererad distribution &r f (w) en tempererad distribution. Anporlunda
uttryckt, fouriertransformen &r en avbildning frin ¥ ' till ¥,

F:9'—7"

Exempel. Berakna fouriertransformen av f(t) = 1.
Losning. Lit ¢ varaen testfunktion. Definitionsmassigt galler

[ Forpwran= 7f(t)‘¢(t) dt = fe(t) dt.

Enligt Fouriers inversionsforme] for testfunktioner galler

2xp(w) = / et p(t) dt.

-00
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Speciellt &r
o0
[ #tat =270,
-0
och vi far
(- -]
[ Fretw) do = 2r000)
-0

(-4

= / 2x6(w) p(w) dw, forallayp€ Y.

Detta innebir, enligt definitionen av likhet for distributioner, att f(w) = 2x6(w). Vi har visat att
15 2x6(w). i
Sats 5.17. Fouriers inversionsformel galler for distributioner, d v 8

() = 2xf(-1). (5.32)

Bevis. LAt ¢ vara en testfunktion. Di giller enligt Fouriers inversionsformel for testfunktioner
att

2(t) = 27(~1).

Vi far {frin definitionen av fouriertransform av distributioner att

/ Fe)e@yde= [ F)p)do= ] F)B(e) dt

=2r / ft)ye(-tydi=[ 1= 1]

o0

= / orf(~z)p(z)dz, forallap€ 7,

-co
och resultatet foljer av definitionen av likhet for distributioner. |
Sats 5.18. Om fo— fi ' ddn— oo, sd giller att f,,—v fi¥' dén— o0.

Bevis. Enligt definitionen av fouriertransform géller
[ Farvtaras= [ nopn
-0 -g0

Eftersom fn — f P9 ar

i [ mopeas [ ropod
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Vidare ar, &terigen enligt definitionen av fouriertransform,

7 f(typ(t)dt = 7 F w)e(w) dw.

Saledes ar
o0 o0
I [ T@edo= [ Fopwd, Sralsped.
—co -0
Detta ir just innebdrden av pistiendet f.=fi9" : n

Sats 5.19. Fouriertransformen &r en en-entydig avbildning av grpa ¥’

Bevis. (i) Vi miste visa att avbildningen ir pd. Lit g € ¥ ' vara given. Om vi di valjer

)= 589

s4 giller enligt Fouriers inversionsformel att
Fw) =7 [£30-0] = 5-5-w) = 5()
2x 27

Alltss finns ett f € ' sidant att F f=g. .

(ii) Vi méste visa att avbildningen ir en-entydig. Antag att Fg = Fh,dirg och h tillhor

¥ !, Fouriertransformering av relationen G =heger 7 = h. Nu ger Fouriers inversionsformel att

2rg(—t) = 2wh(-t) varav g = k. |

Vi sammanfattar sats 5.16, 5.18 och 5.19 silunda:

Sats 5.20. Fouriertransformen &r en kontinuerlig en-entydig avbildning &v $'p3¥’,

en-entydig
F:9—F {Pi

kontinuerlig.

Exempel. Sats 5.18 har minga tillimpningar. Vi ger tvad bar.
(i) Lite(z)= e=*'/2 och

falt) = sp(t;) = exp{-:l—z (%)2}, n=123,....

Det giller att fa(t)— 11 ¥’ ddn— oo Harav foljer att
F Un] = Fl1]=2x6 i9'din—oo.

Eftersom

F [1(6) = Fale) = mo(nw) = n/Er exp { =57}
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kan vi bokfora att

%fﬂ(w) = -‘;ﬁe""""’/z —6w) 1 ¥'din— co. (5.33)
1 1 2
== f (0
2n (@) —
- -

(i) OmEE _ fo=fif ' shgilleatt T2 _ Fo=Fid"
For att inse detta sitter vi Fiy = Eﬁ;_N fn. Vivetatt Fy = fi ¥’ och miste visa att Fy—f
d3 N — oo, vilket just &r innehdllet i sats 5.14. B

For att berikna fouriertransformen till en allmiin tempererad distribution méste man falla
tillbaka pi definitionen ovan. Galler det diremot en distribution med begrinsat st6d (kompakt
st6d), s3 kan fouriertransformen beriknas pi vanligt sitt. Detta uppmuntrande besked ges av sats
5.21 nedan.

Anmarkning. Funktionen g(t) = e~*“!, dir w ir fixt, tillhor ej Schwartzklassen &, eftersom

den ej gir mot noll di |t| vixer. Trots det giller formel (5.34) nedan, dir g(t) spelar rollen av
testfunktion.

Sats 5.21. Lit f vara en distribution med kompakt stdd. Dd kan fouriertransformen f beriknas
m h a den vanliga formeln

(- <]
fw)= / Ft)e=t dt. (5.34)
. -00
Till yttermera visso &r f en mattligt vixande funktion.

Beviset &terfinns i appendix E.

Exempel.

a)

Bw) = / St)e=tdi = [, =1,

dvs
F:é6—1 (5.35)
b) Om f(t) = §(t - @) blir

fw)= / §(t~-a)e " dt = [e—"wf]‘ﬂ = e~iow,
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¢) Med g(t) = 6'(¢) blir
go)= [Swetd=- [ ooy (o) dt = i

d) LAt p vara ett polynom
p(s) = A+Bs+C#

(&) -4+ (8) e (@)

gt)=p (%) b(t—a) = Ab(t—a) + Bé'(t—a) + C8"(t - a)

och

en operator. Distributionen

har transformen

W)= f [A6(t - o) + BE(t - a) + CE"(t—a)| e dt = [A+ B(iw) + C(iw)*] e,

-0

vilket vi bokfor som

F:p (%) 5(t — a) — pliw)e™*". (5.36)

Observera specialfallet g
F p(;ﬁ) 6(2) — piws)- (5.37)
Dessa formler giller for alla polynom p. |

Exempel. Bestim den distribution f vars fouriertransform ar

F(w) = h(w) = Ab(w - a) + B&'(w - a)+ C8"(w - a).

Losning. Enligt foregdende exempel ar
B = [A+ B(iz) + C(iz)"] 7,

och enligt sats 5.17 ar . 2
hz)=f(2)= 2x f(-z).
Silunda blir 1
1) = 5 (A~ Bit - Ct') €. i

Formeln o
fw)= / f(t)e=5 dt (5.38)
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giller punktvis (d v s for varje fixt w € R) i fallen
a) féren absolutintegrabel funktion,d v &

/ 170)] dt < o,

b) f &r en distribution med kompakt stdd.

I vissa andra fall kan man ridda formel (5.38) punktvis genom att tolka integralen som en
s k principalvirdesintegral (se avenitt 5.14) och/eller som en betingat konvergent integral (t ex dd
f(t) = 1/t). 1 dvriga fall har relationen (5.38) ingen betydelse punktvis! Diremot kan (5.38) alitid
tolkas som en likhet i distributionsmening. Vi exemplifierar detta med ett exempel som i efterhand
rittfirdigar det sitt varpd Fourier (1822) och Dirac (1930) sjilva handskades med deltafunktionen.

Exempel. Lit distributionen g(w) ges avden i vanlig mening divergenta integralen
1 o0
- — it(a=-w) . .39
g = 5 / eitle=) gy (5.39)
-0 '

Uttolka pastéendet
gw)=b(w-a) i g (5.40)

Losning. Vi méste lata bida led verka pi en testfunktion (w). Vi far forst

79(w)¢(w)dw = 7 (51; 7 eftle=) dt) p(w) dw,

-00

dir vi helt sonika byter integrationsordning och silunda definierar g medelst formeln

/ gw)p(w)dw = El; ( / efte— p(w) dw) dt, forallaped.

-00 - 00

Nu kan vi utvardera den inre integralen och far

[ strtras =5 [ e ( [ et dw) at
= % / tog(r)dt, Torallape.

Tolkningen av (5.40) lyder

[

/ g()e(w) do = / §(w—a)plw)do, Sralaeed,

-0
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1

oo
on / et 3(1) dt = p(a), forallap€ S . (5.41)

Men detta &r ju Fouriers inversionsformel for testfunktioner! Den &r alltsd ekvivalent med
pastiendet

(-

51; AHe-v) gt = b(w—a) 15" (5.42)

-00

|
P4 liknande sitt kan vi alltid tolka inversionsformeln

(-4
1 [ Fye
s0=5 [ Fwrao
-00
i distributionsmening:

[ swewa= = [ Tw ( / e"%(t)dt) d, fralape?,

- 00

[ wwwa =g [ Topeos, sraeeed.

Tillvigagéngssattet ovan illustrerar den allménna filosofi, som ligger bakom distributions-
teorin: Om en likhet inte kan visas punktvis, multiplicerar man helt enkelt bida led med en
testfunktion, integrerar och byter hirvid integrationsordning i eventuella dubbelintegraler, om det
befrimjar saken.

Formel (5.42) kan emellertid tolkas p4 flera olika satt.

Andra tolkningen. Vi byter samtidigt a — w mot t och t mot w i (5.42). D4 far vi

-l-je“"‘d‘u=6(-t) P 9.

2x
Men distributionen § &r jamn, d v & 6(—t) = 6(t), varav
1 o0
p / tdo=6(t) 15 (5.43)
-0 '

En suggestiv tolkning av denna viktiga forme! &r foljande. Distribuitionen §(t) kan betraktas som
en overlagring av de harmoniska svingningarna h(t) = ¢t For t = 0 ligger de alla i fas och
fBrstirker varandra, men for t # 0 slicker de fullstindigt ut varandra! |
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Tredje tolkningen av (5.42). Vi byter ut w och a mot z och y. Vi fir

o
51? _/ =N dt=§(y—z)=b@z-v) I
-0

Vidare skriver vi es(t) = €= och e,(f) = €', s att H=-1) = e (t)ey(t). Resultatet lyder
1 oo
ry / e-(t)e,()dt=6(z—y) i distributionsmening. (5.44)
—co

En tolkning av detta ir att funktionerna e, och ¢, ir ortogonala dd z ¢ y, trots att ingen av dem
tillhdr rummet L2(R) av kvadratintegrabla funktioner pé R, eftersom

1 — 1 1
- — 2 - e—— - .
Ey _/e,(t)e,(t)dt- " / le(1)" dt o / ldt =0
-00 )

Jimfor formeln

1 i
0
frin avsnitt 1.11. |

5.11 Rikneregler for fouriertransformer av distributioner

Samtliga riknelagar som géller for fouriertransformer av testfunktioner kommer att galla ocksd for
tempererade distributioner.

Sats 5.22. Om [ &r en tempererad distribution géller

(i) of +bg v af +b7, @,b€C (Linearitet)

(i) F(at) o Flz'lf (£), aeR,ago (Tidsskalning)

Gi) (- to) P e F () (Tidsforskjutning)
@) €t s Flw-a) (Modulering)

) D* f(t) & (w)*F(w) (Tidsderivering)

(vi) t* f(t) Lo i*D*F(w) (Frekvensderivering).

Vi piminner om att om f € ¢ ! definieras f(at + ) genom

.Z f(at + B)plt) dt -_-.Z f(z)e (’ = ") ﬁ dz.
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Bevis. Vi bevisar (iv) och (v). Resten limnas till 1asaren.

(iv)

o0

/ F [ (1) (w)p(w) dw = / et f(1)p(t) dt

= [ 107 o+ 0= [ T+ ad

o0

= / 7 (w - 6)p(w) .

och resultatet foljer av definitionen av likhet for distributioner.

™)
[ F it = [ Drepn

= -1t [ fODB(at

Nu ar F [(~iw)*p(w)] = D*(t) och vi fir

7 F [D* (1)) (w)e(w) dw = 7 FOF () e(w))(®)at
= 7f(w)(w)“¢(w)dw
= 7(iw)"f (W)p(w) dw
Aterigen ger definitionen av likhet for distributioner det sokta resultatet. |

Ovning 19. Visa med hjilp av riknelagarna att
a) T [e] =2né(w—qa), a€R

b) F[6B()] = (i), kE=12....

o) TF[t] =2nité®B(w), k=1,2,....

5.12 Faltning av distributioner

Faltningen f * g brukar inte definieras for tvd godtyckliga distributioner f och g. Vi skall i detta
avsnitt ta upp tva fall d& det gir bra att definiera f * g.
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Det forsta fallet foreligger d4 distributionerna f och g ges av vanliga funktioner, som kan
faltas pd vanligt sitt (avsnitt 4.4) enligt formeln

(Fead)= [ flwglt-w)du= [ 12~ vgtrav, (5.45)

dir variablerna u och v ar relaterade genom sambandet 4 + v = &. I detta fall menar vi med
faltningen av distributionerna f och g den distribution som ges av funktionen f* g enligt (5.45).

Det andra fallet foreligger d4 en av distributionerna f och § ir en mittligt vixande funktion.
F5r att motivera definitionen nedan drar vi oes till minnes sats 4.3, som siger att

T : feg— F5 , (5.46)

om bide f och g tillhdr L (R). Det ar bl a denna formel som gor faltningen viktig. L&t oss atnyttja
den for att definiera faltningen mellan tvd distributioner f och g. Om G ir en mittligt vixande
funktion och f &r en distribution, s& ir produkten f -§ vildefinierad enligt avenitt 5.5.

Definition. L&t f och g vara tempererade distributioner och minst en av f och § en mittligt
vixande funktion. D3 definieras distributionen h = f# g av sambandet

2=7-3. (5.47)
Denna formel kan ocksd skrivas

feg=F{FIN-Flal}- (5.48)
Observera att faltning enligt denna definition ar en kommutativ operation (f * g = g+ f), eftersom
vanlig multiplikation &r kommutativ (f 9=3-1)

Exempel. Om distributionen g har kompakt st5d, s& ir § en mittligt vixande funktion enligt sats
5.21. Darfor ir faltningen mellan tva distributioner alltid definierad s& fort en av dem har kompakt
stod.

Exempel. Vi later g = § (bar kompakt st5d) med § =1 (en mittligt vixande funktion). D& blir
A=f.§=F-1=f ochh=/.
Vi bokfor att
feb=bsf=f forallafed’. (5.49)
Distributionen § tjinstgor alltss som enhet under faltning.

Anmirkning. Om det rikar sig i, att faltningen f ¢ g ghr att definiera bide enligt (5.45) och
(5.48), 83 Sverensstimmer de bida definitionerna. '

Det gir emellertid ofta att falta distributioner utan att anvinda fouriertransform. Speciellt
enkelt blir det nir ena faktorn &r en testfunktion.
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Sats 5.23. Lét f varaen tempererad distribution och ¢ en testfunktion. D3 giller foljande:
(i) Forvarjet € R kan vi bilda

h(t) = / F(u)¥(t - u)du. (5.50)

(ii) Distributionen f + W ges av funktionen h.

(iii) Denna funktion h = f « ¢ besitter odndligt minga kontinuerliga derivator.

(iv) Om dessutom f har kompakt stod, s blir h = § ¢ ¢ en-testfunktion.

Bevisskiss. (i) For varje fixt ¢ &r fonktionen u — ¥(t — ) en testfunktion, si f:s verkan pd
denna funktion ir definierad.

(ii) Det galler att visa att (5.50) stir i samklang med (5.48),d v s att

/ (1) ( / f(u)¢(t—u)du) dt = / [F (2)¥(=)lw(z)dz, for allaped.

-0

Detta &r en formell dvning som vi boppar sver. Delarna (iii) och (iv) avstér vi helt frin att har
bevisa. |

Vi skall i sats 5.24 nedan beskriva en ganska allman gituation di faltningen mellan tvd
nriktiga” distributioner kan definieras utan fouriertransform. For detta behdver vi kunna tolka
(5.45)1i distributionsmening. Distributionen f+g blir definierad om vi kan ge betydelse 3t uttrycket

/ (f + 9)(t)plt) &t

* for alla p € ¥ . Forst behdver vi ett

Lemma. Om f och g ligger i LY(R) och o &ren testfunktion, s& galler att

- [uesmema= [ swwwas, (5.512)
[esxopa= [ s (5.51)
och - o oo
Juenretre= [ [ somtorotus inds, (5.51¢)
dar

¥(u)= / g(t — w)p(t)dt = / g(v)go(u + v)dv
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och

X = [ fe-vetyé= [ feetus e

Bevis. Anvind Fubinis sats (avsnitt 4.5). i
Om f och g ir distributioner, blir ¥ och x oindligt deriverbara funktioner enligt sats 5.23

(iii). Riktigt anvandbar i formel (5.51 a) blir ¥ om den rikar vara en testfunktion.

Sats 5.24. L&t f och g € ¥ '. Antag att funktionen

(-]

¥(u) = / g(o)p(u +v)dv

-00
&r en testfunktion for varje val av testfunktion . Di giller foljande:

(i) Distributionen g ar en mdéttligt vixande funktion, sé faltningen f g blir vildefinierad enligt
(5.48).

(ii) Forh= f#g giller

/ h(t)p(t) dt = / f(u)¥(u)du forallage ¥ . (5.52)

Beviset utelimnas.
Anmarkning. Motsvarande giller, mutatis mutandis, fér x och f

Exempel. Villkoret i sats 5.24 &r sikert uppfylit om distributionen g har kompakt stdd, for dd
blir ¥ verkligen en testfunktion enligt sats 5.23 (iv).

Rikneregler for faltning av distributioner.

1) feg=g+f
2) fr(g+h)=feg+feh
3) D(f+g)=(Df)*+g=f*(Dg)
4) Mer allmint {or polynom P,
P(D)(f +9) = (P(D)f)*g = £+ (P(D)s)
5) felgeh)=(fxg)eh, _ )
under forutsittning att minst tvd av de tre distributionerna f, § och h ir mdttligt vixande
funktioner. Detta &r t ex uppfylit om tvi av de tre distributionerna f, g och A bar kampakt stod.
§) F:feg— 1T
1 < -~

TV F i fg e 5T

Allmint giller att alla i en formel ingdende led miste vara vildefinierade, for att formeln
skall f2 anvandas.
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Exempel. Lt f = 6 — 6" och g(t) = e-ltl/2, Berdkna h=f*g enligt olika metoder och jamfor.

Losning. Distributionen f har st6d i origo; bade ? och § ir méttligt vixande funktioner. Darfor
borde alla metoder fungera.

a) Vi anvinder definitionen.

Fw)y=1-(Wf=14uh F@) =T h=T-T=1 b=t
b) Vi provar (5.52).
Y(u)= / g(v)p(u+v)dv=}2- / e~ Vip(u + v) dv.

Ar ¥ en testfunktion?
c¢) Vi provar med X i stillet for ¥.

x)= [ S radu= [ B -8 Wleu e

= p(v) - ¢"(v) €T

[ moyeinyar = [ stxtsdo= [ sto)lete) - o) 2o
- =-[;°a.rtialintegra.tion.]°; ...= (0), varav h=4.

d) Rikneregel 4) ger
he fege(6-6")eg={(1-DEeg}=(1-D){bes} = (1- D%y

Medelst sats 5.3 finner man att .
Dg(t) = - (sgn t)el,

DAg(t) = —6(1) + %rltl,

varav h =g - D?g= 6.
e) Anmirkning. Eftersom § ir enheten under faltning, kan man siga att f och g ir varandras
inverser under faltning. |

Exempel. Lit f(t) = Lo
{———1 v <l
gt)=4 v1-¢

0, [t 2 1.

Berikna h= f*g.
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Losning. Enligt formelsamling &r F(w) = (~i)sgn w och §(w) = xJo(w). Den senare ir méttligt
vixande. Vi fir A(w) = F(w) - §(w) = —ix(sgn w)Jo(w), varav

0, il <1,
h(t) = { —fl_———-' |t| > 1.

-1

Anmirkning. Med detta val av f brukar h kallas Hilberttransformen av g.

Exempel. Faltningen 1+ 1 skulle bli co Sverallt om vi fBridkte definiera den. P4 fouriersidan
skulle den motsvara & - §, som ocksd &r odefinierad!

Exempel. Berikna H + H.
Losning. Har duger (5.45) som for ¢ < 0 ger (B+H)(t)=0.Fort>0 fir vi

o0 ]
(H+ H)t) = /H(t—v)H(v)dv:/ldv:t.
-00 0

Resultatet lyder
(H«H)1)= tH(t). (5.53)

Att hirleda denna formel medelst fouriertransform gir utover denna kurs. |
Exempel. Berdkna f» §(%), dar k > 0 &r ett heltal.

Losning. Regel 4) ger
£+ 60 = £« (Dk§) = D*(f +6) = D*.

Vi bokfor
fab=8ef=f
feb'=8"ef=f"
och allmént att
f « [P(D)6) = [P(D)3] * f = P(D)S- u

Exempel. Berikna h = feg, om g(t) = é(t - a).
Lésning. Vi bildar enligt (5.51 &)

-]

¥(u) = j g(v)e(u+v)dv = / 5(v — a)e(u + 8) dv = (u + ),

gom ir en ny testfunktion. Darfor ges h av att

/ h(t)p(t)dt = / f(u)p(u+a)du= / 1(t - a)elt) dt,
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dvsh(t)= f(t—a). Vi har harlett regeln

f(t)+6(t—a)= f(t-a), feg'. (5.54)
|
Ovning 20. Visa att
He(6'e1)=0
(H= Ns1=1.

5.13 Fouriertransform av periodiska distributioner

En periodisk distribution kan bide fourierserieutvecklas och fouriertransformeras. Det visar sig att
fourierserien och fouriertransformen innehaller samma information, uttryckt pi olika satt. For att
kunna formulera detta behdver vi termen pulstig.

Definition. Med ett pulstdg menar vi hir en distribution

gz)= Y, mb(z—no), (5.55)
dir o > 0 kallas steglangden.
g (%)
1
1 4 1 20, &
-20 -0 o

Serien (5.55) konvergerar i ¢! om koefficienterna vy vaxer hogst polynomiellt, d v s om det
finns ett polynom p sidant att |7al £ |p(n)| for alla 5. (se sats 5.25 (i)

Observera att distributionen g blir periodisk med period No om och endast om koeffi-
cientrackan {v»} ir periodisk med period N, d v 8 om Tn = Ta+N for alla heltal n.

Sats 5.25.
(i) Fouriertransformen av ex periodisk distribution &r ett pulstig. Om distributionen f har period
T och QT = 2, kan dess fouriertransform skrivas

f(w) = i Inb(w — nS1), (5.56)
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dir koefficienterna vn véxer hogst polynomiellt, d v &

on = O(|n]*) for nigot heltal k dé|n| — co. (5.57)
(ii) Omvant giller att ett pulstég
E Aab(w — n) (5.58)
"= ~00

&r konvergent i ¥ ' (d v s definierar en tempererad distribution), om och endast om (5.57) galler.
1 54 fall &r pulstiget (5.58) fouriertransformen av en periodisk distribution.

Bevis.
(i) En T-periodisk distribution f kan utvecklas i en generaliserad fourierserie enligt sats 5.9,

f(t)= i c“einm i.‘f’.

n=-00

Fourierserien konvergerar i ¥/ och far darfor fouriertransformeras termvis enligt sats 5.18, vilket
ger att

f(w) =F i cneinm] = i cn? [einﬂt]

==00 n=-0
[~ =}
= }: 2xcnb(w — nQ).
n=-00
Siledes ir yn = 27cn, Och Vi vet ockss frin sats 5.9 att koefficienterna ¢y, vaxer hogst polynomiellt.
(ii) Att serien (5.58) definierar en tempererad distribution betyder att serien

/ ( i 7u5(w-n9)) pWydw= Y In / 8(w — nS)p(w) dw

n==00 fn=-00

= Y 1mw(n) (5.59)

gkall vara konvergent i vanlig mening for alla testfunktioner ¢.
a) Om |vn| vixer hogst polynomiellt konvergerar (5.59), eftersom en testfunktion ir snabbt
avtagande.
b) Om tillvixten bos |7al €j begrinsas av nigot polynom, kan man konstruera en speciell
testfunktion ¢ sidan att 35 7ap(nfd) = co. '

Om slutligen (5.57) giller, s ir (5.58) fouriertransformen av den periodiska distributionen

Tn _inQit |
—e .
2r
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For en periodisk distribution giller siledes att fouriertransformen beriknas genom at{ man
forst fourierserieutvecklar och sedan fouriertransformerar:

fit)= i cnet ™ o i 21rc,‘6(w—'n9)=f(w). (5.60)

En fourierserie -
f(f) = 2 Cn einﬂt
n=—c0
»innehiller” bara frekvenser w = nQ, som ir multipler aven viss basfrekvens Q. Darfor dr det inte
s4 konstigt att fouriertransformen 7(w) har st3d just pA mangden {nQ); = heltal}.

Exempel. Fouriertransformen av (jfr exem;{et -pi sidan 105)

m() = i s(z+mr)=-;,- i £int

m=-—00 n=-00

e:l

Mw) = i eimTv = 0 i §(w - nQ2),

m==00 n==00
dir vi transformerat varje serie termvis och QT = 27. For att kunna skilja pulstigen frin varandra
skriver vi -
@) = Wp(t)= Y 6(t—kT)
k==00
och .
Ilg(w) = E §(w - nQ).
n=-—0o

Med dessa beteckningar géller

F : Iy — Qllg. (5.61)

Ju kortare perioden T ir, desto glesare ligger pulserna pd fouriersidan, och vice versa.

¥

ttttttt —

b4 >ttt
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Exempel. Poissons summationsformel. Tolka (5.61) medelst testfunktioner.

Losning. Formel (5.61) sager att
M) =Qlle if'

och detta betyder enligt definitionen att

f QI (w)(w) dw = / Mo()a(t)dt, forallaged,

Q i P(nf) = i P(kT) forallape . (5.62)

n= -0 k=-—00

Denna identitet kallas Poissons summationsformel och har ménga tillimpningar bl 2 inom pumerisk
analys och talteori. Om T och § byter plats fis varianten

S v(nT)=% E P(kQ). (5.62")
n=-—00 k= —00

Denna formel har vi i praktiken redan harlett: I sats 5.8 visade vi att

en(8) = ZB(nE)
under forutsittning att
[~
o(t)= Y ¢(t+kT)
k=-00
och ¢ € ¥ . Vi skriver ut {ourierserien for @,
oo 1 o0 .
S et +kT) =2 =7% S P(nQ)e™, (5.63)
k=-co n=-00
och ser att specialfallet t = 0-ger oss Paissons summationsformel (5.62"). |

Ovning 21. Sok fouriertransformen till foljande distributioner

[

a) Y Yné(t—n0) b) i b’ (1 = n0)

n==00 /= —00
o0

9 3 1ab"(t-n0)

nE—00

dir v, = O(|n|*) d4 || — oo for nigot k> 0.
Vi visar nu foljande generalisering av sats 5.8.
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Sats 5.26. Antag att den T-periodiska distributionen f kan skrivas pa formen
o0
fay = st—kD), (5.64)
k=~

dir g ir en distribution, vars fouriertransform g &r en mittligt vixande funktion. D3 kan fourier-

koefficienterna for f berdknas enligt formeln
1 -~
en(f) = FI(n)-
ifall g dren distribution med kompakt stod.

(5.65)

Anmarkning. Villkoren &r sikert uppfyllda,

Bevis. Vi raknar med "
mi) =y, 6(t-kT)
k=

och bildar -
@« o)1) = { ) a(:_m} « {s())

k=—00
= [tilAtet om § ir mittligt vixande]
= Y s-kD)eg()= [enligt (5.54))

k=-00
©o

= E g(t — kT) = f(2).

k=—00

Hirav foljer att

Fw) = 5w) - fiw) = 7w 3 éw-nd)

nE—00

=Q i F(W)b(w - nQ) = Q i 9(nQ)6(w - nl).

a==00 n=-—00

Men enligt sats 5.25 ar -
Fw=2r 3 enlNEw -2
fn= =00
varfor ox
2xen(f) = 0G(nQ) = 'if'g'(nn)-
g har fouriertransformen

oy (P —2)P = 4)
W)= G )@ +4)

Exempel. En tempererad distribution

Bestim fourierserien for

W= g(t - 2xk).

k==00
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Losning. Vi ser att § ar mattligt vixande. Nu ger sats 5.26 med T = 27 och O =1att
1

en(f) = 379(n)-
Fourierserien blir . . .
1 n° - 2)(“ - 4) int : ¢t
1) = — .
0= 2 (a4’ H
Observera att det konkreta uttrycket for g fis via partialbriksuppdelningen
12 24 .

g(h)): ].-l-m2 +2_ i
som direkt ger att
g(t)=6(t)+ 3vZe-Viltl — g2, .

Periodiskt pulstig. Om foljden {Bm} ir periodisk, d v & BmiN = Bm for alla m, kallar vi
distributionen g nedan for ett periodiskt pulstdg. Vi skriver ut tiget och dess fourierserie,

()= 3 Bub-ma)= 3 et

Taget har steglingd a och period T = Na. Hir &r QT = 2x. Vi fouriertransformerar termvis och
finner att pulstiget ‘ '

§wy= Y Bmemmev =21 ) eabw—nd)

m=-—00 n=-—00
har steglingd Q = 27/(Na) och period NQ = 2r/a. Foljden {¢n} blir ocksd periodisk med period
N. Sambanden mellan fourierkoefficienterna ¢ och By, ges av den dndliga fouriertransformen

N
en = l E pme—imnh'[N
T m=1

med inversionsformeln N
= % E c“e‘”‘“"/N.

n=l
5.14 Nagot om negativa potenser

Funktionen In |t| &r lokalt integrerbar och den har dirfor derivata i distributionsmening. Lat oss
beteckna dess distributionsderivata med g;(t) = Din|t|. Hur skall denna tolkas? Lit (t) vara en
testfunktion. Vi far

fm(tw)a =- fum g

= 1i - Y
=im |- [ migma),

it|2e
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dar e avtar mot noll. Fér e > 0 giller {or denna integral

- o

_ / Inlt| /() dt = — / &(£)In(~t) dt — / o(1)lntdt
t|2e -0 €

o0

= - [P a(-1) 2% ~ O + ( [+] ) 2 4

= [ip(e) - p(-¢)) lne + / ﬁt-tldt.
Hti2e

Men (%) = ¢(0) + O(e) di £ — 0 och dirmed giller att

(p(e) = p(—¢))lne = O(e)Ine — 0 die—0.

Vi far siledes o
i [ 8
/ g(0)p(t)dt = Iim / ) 41 (5.66)
-0 |t]2e

o0
Grinsvirdet till hoger kallas Cauchys principalvirde av (den odefinierade) integralen [ ¢(t)/tdt.

Man skriver -

T et (1)
PV / £ gy = tim / £ g, (5.67)
4 e—0 t
“e Itize
Distributionen D1n |t| brukar darfér ofta betecknas p.v. [}]

Om f() = p.v. [3] ser man med hjilp av (5.66) att tf(t) = 1. Distributionen f(t) = p-v. 1]

16ser siledes ekvationen
tf(1) =1, (5.68)

men det ir ej den enda distributionslésningen till (5.68). Man ser att distributionen

£(t) = pv. [%] + A8(2) (5.69)

16ser ekvation (5.68) for varje A.
Analogt kan man definiera hogre distributionsderivator

(_l)b-l

9k(t) = (k_l)!Dklnltl, k= 1,2,3,... .

Man kan visa att g; 16ser ekvationen
thgi(t) =1

for varje heltal k > 1. Det finns ocksd uttryck analoga med (5.66) som beskriver gi:s verkan p&
testfunktioner.
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Exempel. En inglende studie av distributionen

pa(t)=-D*lnjtl = -D {p-v- [%]} ’
som brukar kallas 1/¢? ritt och slatt, ger vid handen att

<O

_1 ﬂt) - cp!O! )

/ 9:(t)p(t) dt = limy / 7 d Hrallaped. (5.70)
—e lel2e

Av denna forme) forstir man att man miste vara varsam pir man handskas med negativa potenser.

Anmarkning. Nir det i formler eller formelsamling stir 1/t*, avses alltid distributionen gi(t)-
Slunda skriver man ofta 3 i stallet for p.v. [1].

Fér att kunna berikna §g5 nedan behdver vi en definition och en sats.
Definition. En distribution g(t) kallas jémn om g(t) = g(—1), vilket betyder att

[ stetyit= [ st-vetii=t === ] g(z)p(~2)dz Torvaie v €S

En distribution u(t) kallas udda om u(—t) = —u(t), vilket betyder att

/ w(t)p(t) dt = / (~u(—t)] p(t)dt = [t = —2] = - / u(z)p(-z)dz forvarie p € ¥ .
Exempel.

a) Jimna distributioner &r §(t), §'(t), Inlt], g2(t) = ~D%lnlt, 1, lti, t%.
b) Udda distributioner & §'(t), 6"(1), ;) = Dlnlt] = p.v. [3], sen t, .
Sats 5.27. For tempererade distributioner g och u géller

(i) ¢ jamn=> Dg udda

(ii) u udda == Du jimn

(iii) ¢ jimn == 7 jamn

(iv) u udda = T udda.

Beviset ir en formell 6vning som bygger pi att motsvarande galler for testfunktioner. Men for
testfunktioner kan (i)-(iv) verifieras direkt genom rikning. |
Exempel. Bestam {fouriertransformen till

a) sgn(t)

b) H().

Losning.

a) L&t f(t) = sgn(t) varav f'(2) = 26(t). D4 denna relation fouriertransformeras fis ekvationen

wf(w) =2,
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som loses av distributionen

fw)= %p.v. [ﬂ + AB(W).

Av sats 5.28 nedan foljer att detta ir den allmanna losningen. Nu &r emellertid distributionen
f(t) = sgn t udda och dess fouriertransform darfor ocksd udda enligt sats 5.27 (iv). Darav foljer

att A = 0 vilket medfor att 5 1
fw)= 7P [;] .

Man skriver ofta denna distribution som 2/iw.
b) Skriv H() =3 (1 + sgn(t)). D4 blir

Hw)= %(2:5(‘.)) + 588 w) = T6(W) + i- .

Exempel. Visa att

1 1
—=u* r6(w) (5.71)

dir 1/(iw + 0) definieras som gransvirdet i G av Se(w) = 1/(iw + e)die—0,e>0.
Losning 1. (medelst fouriertransform) Funktionen S, ir fouriertransformen av funktionen H., dar

H(t) = e H(2).

Eftersom lime—o He(t) = H(t)i ¥ ', galler enligt sats 5.18 att

1

e T = HE@ =
TIo- P_%S,(w) = P_%H,(w) =Hw)= o + xb(w).
Lésning 2. (direkt) Vi liter funktionen

S,(w):————l_ =————€_iw =____£ ____——iw
etiw e +uwl e +w e 4wl

verka pd en testfunktion (w) och finner att

j Su(w)plw) dw = T =K,

dar .
J= j S elu)d
och o
w
k= [ Frmee

-0

e i s o ———s
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Ett variabelbyte ger

7 1
J= / T—;?;(p(ez)dz,
-0
vilket gir mot
o ] oo
-0 -0

di e — 0. For att berikna den andra integralen partialintegrerar vi och fir

K= [-15 log(w? + c’)(p(w)] : - / %log(w’ +e2)¢'(w) dw

-0
-
=- / log Vu? + €3 ¢'(w) dw,
vilket gar mot
©0 o0
- [ gl ) do = [ gk etrds,
-0 -0

di e — 0. Detta visar att

= Dloglw| = p.v. [-:;] iy’

P—Io% €2 +w?
Salunda ar
[~ [- <}
tmy [ Slw)ele) o= [ [t - iprog ol |t
-0 -0
for alla testfunktioner ¢, vilket innebar att
1 _ 1 o
w+0—11_%5,(w)-16(w)+w iy’ |

5.15 Tillimpningar pa differentialekvationer

Fouriertransformation &r gn':viktig 16sningsmetod for differentialekvationer. Vir utgingspunkt ar
foljande utsaga, som svarar mot differentialkalkylens fundamentalsats.

Sats 5.28. Lit f och g vara tempererade distributioner. Di giller i distributionsmening

(i) f(t)=0o0m och endast om f &r konstant.
(i) =zg(z)=0o0m och endast om g(z) = B6(z) for ndgon konstant B.

Bevis. Pisthendena (i) och (ii) &r varandras fouriertransformer. Det ricker dirfor att visa (i).
Antag forst att f/(t) =01 distributionsmening. Vi vill visa att f(t) = en konstant A. Hur
ekall vi finna talet A? Jo, genom att lita f verka pd en limplig testfunktion ¥. Fixera dirfor den

sympatiska testfunktionen
“«t)=e"",
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som har totalmassa 1, dvs
- <] o0
/ O (t)dt = / e dt=1,
-0 -—00

och definiera talet A sdsom verkan av f pd denna speciella testfunktion,

A= 7 fedi= 7 f(t)e™" at.

Fér en godtycklig testfunktion ¢ infor vi den tillfalliga beteckningen
o0
c=C,= / o(t) dt.
-00

Vi vill nu visa att det for varje 9 € ¥ galler att

7 f()e(t)dt = 7 Ayp(t)dt = ( 7 o(t) dt) <A

= Cy- [ R dt,
d v s att -
[ 1ol - cose) =0

Men testfunktionen (1) — C¥(t) har totalintegral noll, ty

[ oo cujae=c-c=o

Om vi bildar dess primitiva funktion

(z) = / [o() - CR)] &t

med
&'(t) = ¥(t) - C¥(th

galler darfor att &(—o0) = §(c0) = 0. Funktionen & &r di en testfunktion, och

/ ()@ (t)dt =~ / f(1)®(1)dt =0,
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eftersom vi antog =tt f/(t)=0i ', Altsd &r
7 F(R)e(t)dt = 7 FO)[8' () +Cu ()] dt
= 7 f()®'@)dét+C 7}(:)\1!(:) dt
=0+CA=A7¢(t)dt ._iaunweb".

vilket innebir att f(t) = A i distributionsmening.

Antag omvant att f(t) = en konstant 4. D4 galler for distributionsderivatan F(2) att

7 f't)e(t)dt = - 7 )W) dt=- 7490'(1)‘“

= Alp(-00) — p(c0)] =0 for varje ¢ € g,

-~ dvs f/(t) = 0i distributionsmening. |
Mer allmént giller

Sats 5.29. Antag att f och g &r tempererade distributioner och 14t m vara ett positivt heltal. Da

galler

m-1

() D f(t)=0« f(t)= At
3=0
m-1

(i) z™g(z)=0>g(z)= Y B;sU)(2),
§=0
dar {Aj};.:: och {B; ;:01 ir konstanter.
Bevis. Anvind sats 5.18 och induktion. |

Anmarkning. Ekvationen D™ f(t) = 0 har siledes samma 16sningar i klassisk mening och i
distributionsmening.
Analogt kan man utgiende frin motsvarande differentialekvation visa

Sats 5.80. Den allminna IGsningen till ekvationen

#(z)g(z) =0, C(5.72)
dir p &r ett polynom och g en tempererad distribution, &r en linjirkombination av termer av typen

s(j) (z - G),
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dir o ar ett reellt nollstalle till p, och j ir mindre an multipliciteten for pollstillet a. Mer utforligt
bar vi foljande.

a) Om alla rGtter ax till polynomet

pz) =[] (= - a™
=1

&r reella, har ekvation (5.72) den allminna distributionslGsningen
n my-1 .
gx)=Y, Y Bit 83 (z - ax). (5.73)
&=l §=0
b) Om polynomet g(z) saknar reella rétter och distributionen g(z) satisfierar ekvationen
g(z)s(z) =0,

sd arg(z) = 0.
¢) Ett allmint polynom r(z) kan alltid faktoriseras r(z) = p(z)q(z), med p och g enligt ovan.
Den allmanna distributionslésningen till ekvationen

r(z)9(z) =0
ges di av (5.73).
Bevis. Del a) foljer av foregiende sats. For att visa del b) konstaterar vi att funktionen
u(z) = q—(lgj
4r mattligt vixande. Vi kan dirfor multiplicera distributionen gg med p. Vi fir
0=u(gg)=(uglg=1-9=9
Fér att visa del ¢) multiplicerar vi distributionen rg med u:
0 = u(rg) = w(epg) = (n)(pg) = 1 - (P9) = PS.

Utnyttja nu del a). |
Exempel. Ekvationen (- 1)t2 f(t) = 0 for distributionen f har den allminna ldeningen

£(t) = ab(t — 1)+ b6(t) + cf'(2).

Med bjilp av ovanstiende kan vi 15ss $ljande .
Problem. Sok den allminna osningen ¥ i ¢ till differentialekvationen

N
3 anf() = £(2), (5.74)

i=0
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dar fe S’
Efter fouriertransformering Gvergsr (5.74) i ekvationen

P(iw)7(w) = F() (5.75)
dir
N
P =) e
: i=0
ir det karakteristiska polynomet. Den allmanna loeningen till (5.75) kan skrivas
§(w) = TaW) + Tpw),
dir 7y 16ser den homogena ekvationen
P(iw)yp(w) =0,

och §, &r en partikuliriGsning till (5.75).
Fall 1. Det enklaste fallet foreligger di P saknar rent imaginira rotter. Vi kan di multiplicera
(5.75) med 1/P(iw) som &r en mattligt vixande funktion, och far

¥ = L5
Hir ar §y(w) = 0 enligt sats 5.30 b).
Exempel. Sok en 16sning y € ' till differentialekvationen
2y’ —y=-26. (5.76)
Losning. Fouriertransformation ger
(26w — 1)§ = —2.

Hir 4r P(iw) = 2iw—1 # 0 for reella w och 1/ P(iw) = 1/(2iw—1) ér en mittligt vixande funktion.
Séaledes ar

2
W) =150
som ir en vildefinierad distribution med den inversa fouriertransformen
ot)=H ("‘)”,.zo
vilket ir den sSkta losningen. [ ]
Anmirkning. Ekvation (5.76) har den homogena 15sningen ya(t) = Aet/3, Den kommer &j med i

vir 18sning, ty ya & en tempererad distribution endast di A=0.
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Fall 2. Betydligt svirare blir det ndr den karakteristiska ekvationen P(A) = 0 har imagindra rotter.
Antag att P(3)=0d& A = iw for 1 < k < n,dir n < N,ochatt my,...,Tn ir multipliciteterna
for de distinkta rotterna iwy,... ,éwyp. Losningen till den homogena ekvationen

P(w)yg(w) =0

ar d3 enligt sats 5.30

a my-l

Fa@) =3 Y Bix8Dw—w)-

&=1 §=0 .
I detta fall kan man inte a priori multiplicera (5.75) med 1/ P(iw) for att {2 en partikulirlsning,
ty 1/P(iw) ir ingen mittligt vixande funktion. Produkten

1 -
?(szf(w)

ir namligen ej sakert definierad. Om f(w) r tillrackligt reguljir i nollstallena till P(iw), &r
emellertid produkten vildefinierad, och en partikulirlosning erhilles genom inverstransformering.
Detta Askadliggores bast med ndgra exempel.

Exempel. Sok en partikulirlosning medelst fouriertransformering till differentialekvationen

V' +y=f, dirf(t)= ot a#xl

Losning. P& transformsidan far vi

Pw)i(w) = (1 - ?)f(w) = Fw) = 2x6(w - a).

Distributionen F(w) ar bara singulir d& w = a, vilket &r skilt fran nollstallena till P(iw), och dirfor
borde det g4 att definiera produkten

1 2%
%) 2xb(w—a)= ) §(w - a).
Vi gor darfor ansatsen
§w) = Ty 6w = )
VW= 1-a?

och kontrollerar genast att

(1= ) = gy [0 =¥l = )]

2
= -(-1—_—2-,5 [ - &?)(w ~ @) = 2x6(w = @).
Inverstransformering ger slutligen .
y(t) = 1=l elot, |

Exempel. Samma uppgift med f (t) = e*.
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Losning. Denna ging far vi
P(iw)f(w) = (1 —w)iw) = f(w) = 278w - 1),

och har ir faktiskt produkten J(w) - 1/P(iw) helt odefinierad, eftersom distributionerna f(w) och
1/P(iw) bada tvd &r singulira i punkten w = 1. Den riktiga ansatsen visar £ig vara

Yw)= BS§'(w- 1),
for om p(w) ir en sndll funktion giller redukiionsreglerna

#(w)b(w — @) = p(a)b(w - a),
p(w)8'(w - a) = p(a)’'(w - a) - ¢'(a)é(w — ). (5.77)

I detta fall ger de
Q1-P)Fw)=(1- wHBf(w=-1)= —(~2w)Bb(w-1) = 2B§(w - 1),

varfor vi viljer B = = och far

fw=xw-1)= ("%) (’%) 2x6(w - 1),

varav ]
y(t) = (— %) te't. |
Exempel. Finn en 10sning y € ¢ 1 till differentialekvationen
(D* —1)*y(t) = 6"(1) (5.78)

och skissa den funna lésningen. Ligger den homogena l3sningen i 4! 7 Motivera!

Lasning. Vi infor polynomet P(3) = W -12=(A+1)(A- 1)? och ser att vinster led i (5.78)
kan skrivas -
P(D)y = (D+ DH(D-1Vy=9""-2"+v.

Fouriertransformering av (5.78) ger
P(iw)(w) = (w)’. (5.79)

Polynomet P(iw) = (w? + 1)? saknar reella rtter, sd vi kan multiplicera (5.79) med den méttligt
vixande funktionen 1/P(iw). Vi fir .

- (iw)

’(“’) = P(‘-w)' (5.80)
Vid inverstransformering ger (5.80) en partikuliridening till (5.78). Observera att vi inte kunde
finna dep homogena losningen

ya(t) = (A + Br)e +(C + Et)e™
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medelst fouriertransform. Det beror p att yn € ¥ ' om och endast om A=B=C=E=0.Vi
gkall nu invertera (5.80) m h a formelsamling p4 tre olika satt.

a) Fullstindlig partialbriksuppdelning ger

~ -w? 1 1 1 1 1
V) =Gy =I((1+w)= tACwy 14w 1—iw) ’
varav

(1) = -l-(tc"H(t) +(~t)tH(-t) - e H(1)- e‘H(t)) = JH- et
b) Vi ntnyttjar riknelagarna for fonnertra.nlfonnen och skriver

- =t
=Gy - (w’ n 1) (") (&) ( o)
dirgw) = 1/(w? 4+ 1) och g(t) = %e""l Siledes ar

w= (-3) (5) v = (-3) 2 ().

De W = (—sgnt)e™™ i ¥’

Deriveringsregeln

ger slutligen
ot) = (_ﬁ) (1-togn )t = 2(i - e

¢) Faltning kan utnyttjas. Vi skriver
_ 1-1-uw? 1\ 1 oy
) = - () - T = )30,

T+t \1+e?
varav
y=g+9-0-
Funktionen g(t) = 3e~1l ligger i L'(R), s& faltningen h = g + g kan berdknas enligt formeln
(-]
h(t) = / g(u)g(t — u)du.
—o0

Fort> 0firvi

0 t 00
(1) = ( [+] )g(u)g(t-u) du
% ( —(!-u) du-l-/ - —(t -u) du+/ -se—(u-t) du)

=..= % (% “tte”t + -;-e' ) = -(t +1)e”".
Men g ir en jimn funktion. Di:[érhhrhochl;imn,vmv -
h(t) = -(ltl+ 1)e

och

y(t) = h(t) - ¢(t) = ;(ltl -1)e7 M, teR.
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