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1) Vi inf6r polara koordinater r och €. Problemet &r

{Au:O for r<1

u(z,y) =z —zy for r=
For r =1 fas
u(z,y) = cos @ — cos @ sin 6
1
= cosf — —sin 26.
2
Enligt teorin dr r™ cos nf och r™ sin nf harmoniska funktioner for n = 1,2,3,... Séledes l6ser
]_ 2 .
u(z,y) = rcosf — 57 sin 20

problemet.
Man far u(z,y) = rcosd — $r2sin20 = z — zy.
(Alternativt kan man direkt inse att z — zy dr harmonisk.)

Svar. Losningen dr u(z,y) = z — y.

2) Funktionen

1
P(t) =
*) (1 +t2)
har Fouriertransform P(w) = e~ l¥l.
Sétt P,(t) = %P(t/a) for a > 0. D& galler
1 1 a

P, = — =
a(?) wal+t?/a?  w(a? +12)

och P,(w) = e~/ (BETA s. 310, F41b). Ekvationen i problemet kan skrivas
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[ e e =
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vilket innebéar
f*xP=P,.

Fouriertransformering ger
flw)e @l = 72l

Vi far att f(w) = e ¥l sa f = P dvs.

vilket &r svaret.

3) Vi anvénder inre produkten
(.9) = [ 1@ (@) do

i rummet L?(—2,2). Uppgiften &r att minimera ||e~/*| — p|| dér p varierar i delrummet S som
bestéar av polynom av grad hogst 1. Minimum fas d& p &r den ortogonala projektionen av e~ l®!
pa S. Vi bestdmmer forst en ON-bas g, ¢1 1S. Den sokta ortogonalprojektionen ges da av

|z

(ei|w|7()00)(p0 + (ei 7()01)()01'

1 och z utgor en bas for S och (1,z) = fEQLL‘diL‘ =0, dvs. 1 och z &r ortogonala. Vi far

2
2= (1,1) = /1da: =4,
2
vilket medfor att ||1|| = 2. S&tt @ = = 1 sd att ||pof| = 1.
2

Vi far ocksd ||z||? = (z,2) = f32:1:2 dx = 2f02:1:2 dx = 2 [?]O = 18 vilket medfor att
llzl| = 4//3.
Siitt @1 = z/||x|| = Y s att ||| = 1.
o, @1 utgoér da en ON-bas for S. Vidare ar

ty e~1%lz &r udda. Den sokta projektionen &r

p(x) = (7%, o) o (x) = (/ e““%dx ; —
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4) Antag ap = 0, a1 =4 och apy2 = 3ap41+4a, forn =0,1,2,... Lat {a,}5>, ha Z-transform
A(z). Enligt BETA, s. 317 (z4) har {an+1}5%, Z-transform z(A(z) — ag) och {an4+2}22, har
Z-transform 22 A(z) — agz? — a12=22A(2) — 2% — 4z. Z-transformering av ekvationen ger

22A(z) — 22 — 4z = 32(A(z) — 1) + 4A(2)

Detta ger
A(2)(2? =32 —4) = 2° + 42 — 32

Efter uppdelning i faktorer fas
AR)(z+1)(z —4) =22+ 2z = 2(z + 1),

och detta ger

Enligt BETA, 5.318 (z10), far vi att

a, =4", n=20,1,2,...

5) Lat H beteckna Heavisidefunktionen. Funktionen f &r definierad av

22 -4  for |z| > 2,
4—z%  for |z| <2

fla) =a 4| = {

f@) =@ —4)H(@ -2)+ (2 —4)(1 - H(z+2) + (4 —2*)(H(z +2) — H(z — 2))
= (22 —4)(2H(z — 2) — 2H (z + 2) + 1).
Derivering ger
f(z) = (2% — 4)(20(z — 2) — 25(z + 2))
+22(2H(z —2) —2H(z +2) + 1)
=2z(2H(z —2) —2H(z +2) + 1)
ty 22 —4 = 0 for = £2. Vi far sedan
f'(z) = 22(26(x — 2) — 20(x + 2))
+2(2H(zx —2) —2H(z+2)+ 1)
=85z —2)+8i(zr+2)+2(2H(x—2)—2H(x+2)+1).

Svar. Andraderivatan ar 86(x —2) + 86(x +2) + 2 (2H(x —2) —2H(z + 2) + 1).

6) Vi skriver

oo
f~ % —i—Zancosn:ﬂ—l—bnsinnx

n=1



Om c ar ett heltal n fas f(z) = cosnz och Fourierserien blir cos nz. Antag sedan att ¢ ej ar
heltal. Vi beriknar Fourierkoefficienterna a,, och b, och far

m
1
bn:—/cosc:csinnmdmzo, n=12,...
s
-
ty integranden &r udda. Vidare ar
e

. g
1 1 [sinex 2 .

ag = — | coscxdx = — = — sinecr.
T T c |_. mc

—T

Formeln cos acos 3 = £ [cos(a — ) + cos(a + )] ger for n > 1

1 1
Gy = — /cos cr cosnz dr = o / (cos(n — ¢)z + cos(n + ¢)z) dx
T T

— -
1 [sin(n—c)z N sin(n + )z "
Y n—c n+c o
_ 1 <2sin(n—c)7r+ sin(n + ¢ 7r>
27 n—c n+c
1 sin(nm —cemw)  sin(nw + em)
T n—c n+c
1 (cosnm sin(—cm) 4 Cosnm sin(cm)
T n—c n+c
e 1 1 2 .1
— = 1) ——.
- sin ¢ e n_c 7T(smc7r)( ) o
Fourierserien blir
1 2.2 (=1)" cosnx
—siner + ) —(siner) —5——
n=1 c=n

fér ndgon konstant A och

ar konvergent.
7) Lat H beteckna Heavisidefunktionen och sétt

o(t) = H@t +1) — H(t —1).

Da ar f(t) =tx(t) —(1—H(t+ 1))+ H(t - 1).



1 1

H(t) har Fouriertransform — + 7d(w) dar — skall tolkas som ett principalvirde (BETA, s.
iw iw

308 (F21)).

Vi far foljande tabell 6ver Fouriertransformer

H(t—-1) — e W 1 +mo(w) ) = e + 7o (w)
W W
. 1 etw
H(t+1 — Wil — 4] = — ]
(t+1) e (Z,w+7r(w)> Z,w+7r(ou)
1 — 2md(w)
(t) > 9% (BETA 5.310, F48)
w
. d _sinw W Ccosw — sinw
—itz(t) — @2 = 2 2
t(t) — 2¢“’C°S“;$.
Saledes har f Fouriertransform
P .wCOoSw — Sinw e e”w
fw) = ZZT — 278 (w) + o + 7o (w) + o + 7m0 (w)
,wcosw—sinw+2cosw 2_oucosw—sinw—wcosw
= 41 = 217
w? iw w?
sinw
- _9;
i
dar sm2w skall tolkas i principalvardesmening.
w



