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1. Eftersom perioden T' = 7 blir grundvinkelfrekvensen Q2 = 2. Funktionen f(¢) ar definierad
av

f(t) = cost 0<t<m/2
f(t) = —cost —7m/2<t<0

f har utvecklingen i Fourierserie
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Metod 1.
Eftersom f ar udda far via, =0, n=0,1,2,... och for n > 1 géller
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Detta ger sinusserien
flt)= nz_:l ap, cos Qnt = nz_:l Py N sin 2nt.

Metod 2. Anvind formel (11), s. 3051 BETA. med h =1 och L = 7. Observera dock att i den
formeln &r T = 2L = 27 och for att inse att formeln &r tilldmplig maste man observera att
med vér definition géller for 7/2 <t < 7 att

f@t)=f(t—m) = —cos(t —m) = cost.



Definitionen f(t) = cost utvidgas darfor till att gélla dven for /2 < ¢t < 7. Darmed géller
formel (11) och vi far sinusserien
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f@) sin 2nt,
vilket &dr svaret.

(Observera att de udda frekvenserna forsvinner. Detta &r forstés relaterat till att funktionen
f(t) egentligen har period =, jfr. uppgiftens formulering.)

Parsevals formel s. 303 i BETA ger.
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Hér &r T = 7 och vi véljer a = —x /2. Vi far da
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Vi far saledes
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vilket &r svaret pa den andra deluppgiften.
2. Z-transformation av ekvationen ger att
AR (P2 +22+1) = —— 2
(z+1)%

Vi har dérvid utnyttjat (z4), s. 317 i BETA och att begynnelsevirdena alla dr 0 vid trans-

formation av vénsterledet. Vid transformationen av hogerledet har vi utnyttjat (z12), s.318 i
BETA med a = —1. D& A(z) loses ut erhélles

z

A(z) = EERE

Inverstransformation ger enligt (z14), s. 318 i BETA , med a = —1 och m = 3 att

{

Svar. ap, = (=1)"n(n —1)(n —2)/6 for n=10,1,2,....

0, dan=0,1,2
(=1)"n(n —1)(n —2)/6

on == (3) Dm0 -3

dan > 3.



3. Vi gor variabelseparationsansatsen u(z,t) = X (z)Y (y). Inséttning i ekvationen ger
X"(@)Y (y) = —X(2)Y"(y)

Om X (z) # 0 och Y(y) # 0 fas
XII Y”
X Y
. Fall 1. A = —k2 < 0. Vi far da ekvationen

-

X" - k2X =0,
som har den allminna losningen
X(z) = Acosh kz + Bsinhkz.

Villkoret u(0,y) = 0 for alla y ger att A = 0 och u(1,y) = 0 for alla y ger sedan B = 0 s&
enda mojliga 16sning dr X (z) = 0.

Fall 2. X = 0. Ekvationen har d& 16sningen X (z) = Az + B och u(0,y) = u(1,y) = 0 ger att
A=B=0s3 X(z)=0.

Fall 2. A\ = k? > 0. Ekvationen ar da

X"+ KX =0,
och den allménna I6sningen &r
X(z) = A coskz + Bsinkz.

Villkoret u(0,y) = 0 for alla y ger nu A = 0 och om B # 0 maéste sink = 0. (Om B = 0 fas
endast den triviala 16sningen X =0.) Vifar k = nw dirn =1,2,....

For kK = mn fis den allménna 16sningen till Y-ekvationen

Y, (y) = an coshmny + by, sinh wny.
Eftersom u(z,1) = 0 maste Y, (1) = 0 och vi far sambandet

an, coshmn + by sinhmn = 0. (*)

Linjéarkombination av dessa losningar ger nu

o
u(z,y) = Z(an sinnz - cosh mny + by, sin wnz - sinh wny).

n=1
Inséttning av randvillkoret u(x,0) = sin7z ger nu

(e o]
sinmx = E ap sinTnz,

n=1

och vifara; =1ocha, =0dan=2,3,.... Pga. (*) fdis nu ocksé att b, =0dan=2,3,....



Vidare dr a; cosh 7 + by sinh 7 = 0 s& by = — cosh 7/ sinh 7. Detta ger nu lsningen

u(z,y) = sinwz - coshmy — (cosh 7/ sinh ) sin 7z - sinh 7y,

vilket &r svaret.

4. Plancherels formel ger med g = f * f' att
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Vi far darfor

Svar. Den sokta integralen ar 1/(9m).

5. Minimera i stéllet

/ 62 — (ALo(z) + BL(2))[2 e~" dx

0
dir Lo(z) = 1 och Li(z) = 1 — z &r de tva forsta Laguerrepolynomen (BETA, s. 258-259).

Eftersom Laguerrepolynomen ar ortonormala med skalarprodukten

= /oof(:v)MG_‘lc dx
0

skall man vilja

Nu giller enligt BETA, s. 259 att
2?2 = 2Lo(z) — 4Ly (z) + 2Ly (),
varfor vi skall vilja A = 2 och B = —4. Vi far d& det sokta forstagradspolynomet

a+bx=2Ly(z) —4L1(z) =2-4-(1—2z) =4z — 2.



Svar. Man skall vélja a = —2 och b= 4.

6. Vi skriver s 5
t t°+t t t
[ P i s S S
1+1¢ 1+1¢ 1+1¢ 1+1¢
Enligt BETA, s. 308 (F19) géller att Fouriertransformen av ¢ dr 2mid’(w) och enligt BETA, s.
310 (F29b.) med a =1 géller

t
1+ ¢2

I

—ime ¥l sgnw

Den sokta Fouriertransformen ar darfor

f(w) = 2mid" (w) + ime™“I sgn w.

7. Funktionen

1
sin 5
h(z) = —2
(@) = —
har (BETA, s. 310 (F51)) Fouriertransform
. 1 1
hw)=Hw+ 7)) —H(w - 3),
2 2
dvs. )
. 1 dd |w| < 3
h(w) = D :
0 da |w| > 5

Ortogonaliteten. Enligt BETA, s. 308 (F8) giller
iQt z
efE) = flw-9)

och vi far darfor ' )
on(z) = €™ h(z) 5 n(w) = h(w —n).

Funktionerna ¢p(w) uppfyller darfor

Enligt Plancherels formel géller darfor

oo oo
1 . _ 1
@moon) = [ om@on@do = 5 [ om@a@ do = b
— 00 —0oQ
dar 6,,, ar Kroneckers delta
1 da m = n,
Omn = R

0 da m # n.

Dérmed &r ortogonaliteten visad.



Berdkning av koefficienterna c,.

Inf6ér funktionen f genom

Dess Fouriertransform &r enligt BETA, s.310

A~

flw) = me™ @,
De minimerande koefficienterna c,, ges enligt L?-teorin av

{frpn)

Cpn = .
" <‘Pna(Pn>

Enligt forsta delen av uppgiften géller (¢, ¢,) = 1/(27). For att berdkna (f, ¢,,) anvinder vi
pa nytt Plancherel och far da n > 0

o0
1 1 1
(f,on) = — / = / me Ydw = —e_"(el/2 — 6_1/2).
27 2
— 00

Vi far att ¢, = 27 - se "(e!/2 — e71/2) = me~"(e!/? — e71/2). Vidare ér enligt Plancherel

1/2 1/2
<f7 @0) - ZL / 7T6_|w| dw = /e_w dw — 1 _ 6—1/2’
T
—-1/2 0

s& co = 2m(1 — e 1/2). Fér n = —k < 0 utnyttjar vi att

C— = <fa(p—k) = <f7(;0k:) = Ck

eftersom ¢y, &r reellt.
Svar. cy = 2m(1 — e 1/2) och ¢, = me~ M (el/2 —e1/2) da n # 0.



